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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Bienes econémicos y actividad financiera

Los bienes econémicos se caracterizan por satisfacer necesidades humanas y ser escasos
respecto a su apetencia, por lo que tienen una utilidad que puede medirse en términos
monetarios.

Los bienes econémicos pueden clasificarse atendiendo a diversos criterios:

= Desde un punto de vista objetivo:

e Bienes materiales o fisicos: Denominados también activos reales.
e Bienes inmateriales o servicios: Son bienes no materiales que satisfacen ne-
cesidades humanas.

= Desde un punto de vista subjetivo:

e Derechos: Cuando la posicién del agente economico es acreedora.

e Obligaciones: Cuando la posicién del agente econémico es deudora.
= Desde una perspectiva temporal:

e Bienes presentes.

e Bienes futuros.

La actividad econdmica se caracteriza por la produccion de bienes y servicios y por su
intercambio entre los diversos agentes econémicos. Frecuentemente, el intercambio se realiza
entre activos reales y activos financieros, aunque también es usual el intercambio de activos
financieros entre si.

La actividad financiera, como parte de la actividad econémica, aparece cuando el
intercambio se realiza de forma no simultanea en el tiempo. Ademéds de tener en cuenta la
medida monetaria de cada activo, se ha de tener en cuenta el momento en que se toma

posesion del mismo.
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1.2. Capital financiero

De manera general, el capital financiero se entiende como la medida de un bien econémico

referida al momento de su disponibilidad. Dicho de una manera més precisa:

Definicién 1.1 El capital financiero es la medida de cualquier activo real o financiero,
expresada por su cuantia y por su vencimiento o momento de disponibilidad.

Como consecuencia, todo capital puede representarse por un par ordenado de nimeros
reales (C,t), donde:

= (' mide la cuantia del capital expresada en la unidad monetaria con la que se esta

operando (euro, ddlar, yen, ... ).

= t es el momento en que estd disponible el capital, o vencimiento del mismo. Como

unidad se suele utilizar el ano.

Los capitales pueden representarse graficamente de diversas formas (véase Figura 1.1).

e

s hmmm—————-
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Figura 1.1: Representacion grafica del capital financiero.

Definicién 1.2 Se denomina espacio financiero, y se denota por E, al conjunto de todos

los posibles capitales financieros:

E={(C,1); C,t R}

Dentro del espacio financiero tienen lugar los fenémenos financieros y se realizan las
operaciones financieras, que son nuestro objeto de estudio y consisten sencillamente en

un intercambio no simultaneo de capitales financieros.

1.2.1. Comparacién de capitales

Consideremos el caso en que se trata de comparar dos capitales cualesquiera (C, %)

y (Cs,ta) para ver cudl es preferible o si son indiferentes. Utilizaremos el simbolo >~ para
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denotar la relacion es mds preferido, y < para denotar es menos preferido. El simbolo ~

denotara indiferencia.

» SiCy =Chyty <ty = (C,t1) > (Co,ta). Es decir, entre dos capitales que tienen la

misma cuantia, se prefiere el que tenga anterior vencimiento.

» SiCy > Cyyty =ty = (C1,t1) = (Cy,tz). Es decir, entre dos capitales que tienen el

mismo vencimiento, se prefiere el de mayor cuantia.

= Si O] < Cy yt; < ty no se puede afirmar de manera directa e inmediata cudl es

preferible o si son indiferentes.

En el tercer caso, habra que efectuar la comparacién indirectamente, refiriendo ambos
capitales a un mismo momento p del tiempo y después, bastara con comparar las cuantias
de esos capitales sustitutos de los primeros.

Para referir cualquier capital al punto p de comparacién se considera que el decisor
financiero posee un criterio de sustitucién de manera que ante cualquier capital (C,t) € E

es capaz de senalar cual es su sustituto o equivalente en p, es decir:
(C,t) ~ (V. p)

Por tanto, para comparar los capitales (C1,t1) y (Cs,ts), primero se han de obtener los

sustitutos en p de cada uno de ellos:

(C1,t1) ~ (Vi,p) 5 (O, tz) ~ (Va, p)

y a continuacion se decide:

» Si V)< Vo = (C,ty) < (Co,ty). Es decir, que entre dos capitales cualesquiera, es

preferido el que tiene mayor sustituto en p.

» SiVi =V, = (Ch,t1) ~ (Cy,ty). Es decir, dos capitales que tienen el mismo sustituto

en p son equivalentes.

Es importante destacar que las relaciones de equivalencia y preferencia dependen de cual
sea el criterio racional de proyeccién en p, pero una vez fijado éste, la comparacion de los
capitales financieros, que son magnitudes bidimensionales, queda reducida a la comparacién

de las cuantias V', un vez homogeneizados los vencimientos en p.

1.3. Leyes financieras

Tal como se mencionaba en el apartado anterior, el decisor financiero posee un crite-
rio de sustitucién de cualquier capital (C,t) por otro equivalente (V,p) en el punto p de

comparacion.
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Definicién 1.3 La expresion matemdtica del criterio de sustitucion entre dos capitales (C,t)

y (V,p) recibe el nombre de ley financiera de valoracion en p, y se expresa:

V =F(C.tp)

Cuando t < p, la ley financiera es de capitalizacién, y se suele emplear la letra L:
V = L(C,t;p)

Cuando t > p, la ley financiera es de descuento, y se suele emplear la letra A:
V = A(C,t;p)

La consideracion conjunta de ambas leyes constituye una ley financiera completa en

P, V se expresa como:

L(C,t;p) parat<p

V= F(C.t:p) =
( P) { A(C t;p) parat>p

Al variar p se obtienen leyes del mismo tipo o familia que reciben la denominacion de

sistema financiero.

1.3.1. Propiedades de las leyes financieras

Las leyes financieras son funciones matematicas I’ que relacionan las variables Ct y p.
A la funcion F se le ha de exigir el cumplimiento de algunas propiedades como consecuencia
de la aceptacion de ciertos principios econdmicos y de preferencia logica. Estas propiedades

son:

1. La funcion F' ha de ser positiva

V =F(C,tp) >0, VC € R*

2. La funcion F' ha de ser homogénea de grado 1 respecto a C'
F(C,t;p) =C-F(1,t;p) = C- F(t;p)

donde F'(t;p) se conoce como sistema financiero unitario y serd el tipo de sistema
con el que trabajaremos de aqui en adelante. Para obtener el sustituto en p de una
cuantia C, primero se halla el equivalente en p de una unidad monetaria y luego se

multiplica ese resultado por C.
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3. Propiedad reflexiva de la equivalencia de capitales

Cuando t y p coinciden, cualquier capital ha de tener como equivalente a si mismo. Se

ha de verificar que:

{ F(C ;1) = F(C,p;p) =C
F(t;t) = F(p;p) =1

4. Principio de subestimacién de los capitales futuros respecto a los actuales

de igual cuantia

Los agentes econémicos se comportan de acuerdo con el principio de preferencia tem-
poral de manera que, a igualdad de cuantia, se prefiere el capital que tenga anterior
vencimiento. La admisién de este principio exige que la funcién financiera F'(t;p) sea

creciente respecto a p y decreciente respecto a t, es decir:

OF (t; p)
ot

_ OF(t;p)

<0 >0
Y ap

5. Continuidad respecto aty p

Puesto que la funcién F' sirve para hallar el sustituto en p de cualquier capital con

vencimiento en ¢, debe exigirse que sea continua tanto respecto a ¢ como respecto a p.

1.4. Suma financiera de capitales

Los agentes decisores, ademas de comparar capitales, deben saber agruparlos, es decir,

deben saber la forma de sustituir varios capitales por uno solo equivalente a todos ellos.

Definicién 1.4 Dados los capitales (Ch,t1), (Co, ta), ..., (Cn,tn) y una ley financiera F(t; p),

el capital (S;7) es su suma financiera cuando se verifica que:
S=C1+Cy+...+C,
siendo C la cuantia en T equivalente al sumando (C;,t;):

(Cl,tl) ~ (CQ,T), 1= 1,2,...,71.

Consideremos dos capitales sumandos (C1,t1) y (Cy,t3). Los capitales (Cy,t1), (C],7) v
(V1,p) son equivalentes. Lo mismo ocurre con (Cy,t2), (C5,7) v (Va,p). El capital (S,7) es
equivalente al (V,p), siendo S =C]+CLy V =V, + Vs,
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El capital nulo (0,%) es el elemento neutro de la suma, es decir:
(Ci,ti) + (O,ti) = (Ci,ti), V(Ol, tz) ek

Los agentes decisores también han de proceder en ocasiones a descomponer un capital en
varios capitales cuya suma sea equivalente al capital inicial.

A través de la operacién suma podemos ampliar las relaciones de equivalencia y preferen-
cia financiera a conjuntos de capitales. Asi diremos que un conjunto de capitales financieros
es preferible o indiferente a otro, en base a una determinada ley financiera, siempre que lo

sean sus respectivos capitales suma.
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 1

. Dada la funcién F(t;p) = A+ B(p —t), donde A, B, p y t son pardmetros positivos,

determinar qué valores deben tomar A y B para que pueda utilizarse como sistema

financiero unitario.

. Cierta persona puede optar por invertir unas cantidades esperando obtener en el mer-

cado, en términos medios, un rendimiento lineal del 5% anual hasta la fecha de dis-
ponibilidad del ultimo capital. Las cuantias son 3.000 euros a un ano y medio; 4.000
euros a 6 anos o bien 10.000 euros a 22 anos. Supuesto que su criterio de valoracion es

L(t;p) =14 0,05(p —t) con p = 22, determinar cudl es la mejor opcidn.

a) Dada la funcién F(t;p) = e~®*P) donde a es un pardmetro cualquiera y ¢t y p
son positivos, compruébese si cumple las propiedades necesarias para ser utilizada

como sistema unitario de descuento.
b) Segun la ley resultante, tomando a = 0,02 y p = 10, determinense las cuantias

de los capitales (C4,13) y (Cy, 18) equivalentes a (100.000, 15).

Obténganse las cuantias de los capitales equivalentes a 1.000 euros con vencimiento
en 2005, cinco y diez anos después de acuerdo con el sistema financiero de valoracion
L(t;p) =1+ 0,10(p — t):

a) Tomando p = 2015

b) Tomando p = 2025

Contéstese al apartado a) anterior de acuerdo con el sistema financiero de valoracién
Ly(t;p) = (140,1)77".

a) Dados los capitales (2C, 2005), (C,2007) y (3C,2010), determinese su suma finan-
ciera en el punto 7 = 2009, de acuerdo con la ley financiera A(t; p) = 1-0,12(t—p)
con p = 2005.

b) Con los datos del apartado anterior, calcular la suma financiera en 7" = 2012.

Sabiendo que el capital (500.000, 7) es suma financiera de los capitales (200.000, to -
2), (100.000, to) y (150.000, tg + 3) segun la ley F(t;p) = (14 0,08)P~" obténgase el

valor del vencimiento 7.

. Dados los conjuntos de capitales:

A= {(C, to), (20, to + 2), (30, to + 4)},3 = {(20, to + 3), (50, to + 5)}

obténgase el valor del pardmetro K de laley L(t;p) = 1+ K(p—t) con p = tg+5 para

que, de acuerdo con ella, ambos conjuntos sean equivalentes.
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Capitulo 2

Magnitudes financieras

2.1. Introducciéon

Al analizar los fenémenos financieros aparecen diversas magnitudes que pueden clasifi-
carse en fundamentales y derivadas. La cuantia y el vencimiento, componentes del capital
financiero, son las magnitudes primarias y fundamentales. Las magnitudes que vayan
apareciendo como resultado de operaciones realizadas con las fundamentales se denominan
magnitudes derivadas, y sus unidades de medida vienen en funcién de aquellas. Las més
importantes se estudian a lo largo de este tema.

Las magnitudes derivadas se obtienen de la ley financiera. Empezaremos por definir las
mas usadas partiendo del conocimiento de la ley financiera y después operaremos a la inversa,
es decir, conocidas algunas magnitudes veremos la forma de obtener la ley.

La notacién empleada para representar las magnitudes derivadas es distinta segun utili-
cemos leyes de capitalizacion o de descuento. Desarrollaremos el estudio de las magnitudes
en capitalizacion e indicaremos la notacion utilizada en descuento, puesto que el desarrollo

es totalmente paralelo al de capitalizacion.

2.2. Factor financiero

Como se ha indicado en el tema anterior, la ley financiera sirve para obtener el equivalente
en p de cualquier capital (C,t). Para obtener el equivalente en cualquier otro momento
distinto de p se utiliza el factor financiero.

El factor financiero va asociado a un intervalo temporal (f1,%2) en el que se aplica y es
el nimero por el que hay que multiplicar la cuantia que vence en un extremo del intervalo
para obtener la cuantia equivalente en el otro extremo.

Dada una ley de capitalizacion L(t; p), dos capitales (Cy,t1) y (Cy,t2) son equivalentes si

se verifica que tienen el mismo sustituto en p, tal y como vimos en el tema anterior:
Cy- L(ty;p) = Co - L(ta;p) =V

13
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donde t; <ty < p. Al despejar (5 se obtiene:

L(t1;p)
L(ta; p)

Cy=0C-

Se denomina factor de capitalizacidn, y se denota u(t1,t9; p), al cociente:

L(ti;p) Oy

=—=>1
L(t2§p) Cy

u(ty, to;p) =

y es el nimero por el que hay que multiplicar a la cuantia que vence en t; para obtener la

cuantia que vence en to:
Cy = Oy - u(ty, t2;p).

También puede presentarse el caso en que es conocida la cuantia en el extremo superior
Cs v es preciso obtener la cuantia equivalente en ¢;. Se denomina factor de contracapi-
talizacién o capitalizacién anticipada, y se denota por u*(t1,t9; p), al inverso del factor

de capitalizacion:
1 _ L(t2;p) _ Ch

tite;p)  Ltp)  Co

y es el nimero por el que hay que multiplicar a la cuantia que vence en ty para obtener la

<1

u*(tb t2ap) = U(
cuantia que vence en ti:
Cy = Cy - u™(ty, t2;p).
Los factores tienen las siguientes caracteristicas:

= Son magnitudes adimensionales o de dimensién cero respecto a C' y t, es decir, no

varian al cambiar las unidades de medida de la cuantia o del vencimiento.
= Los factores dependen, en general, de la situacién de p.

= El factor es un cociente que mide la relacién de intercambio entre dos capitales equi-

valentes en base a una determinada ley financiera.

» Cumplen la propiedad multiplicativa en intervalos de tiempo consecutivos. Sit; < ty <
t3, se verifica que:

u(ty, to; p) - ulta, ts;p) = ulty, ts; p)
En el caso de utilizar una ley financiera de descuento A(t;p), el factor de descuento se

denota por v(ty, t2;p) y el factor de contradescuento por v*(ty, ta;p).

2.3. Rédito. Intereses y descuento

El rédito es el complemento a la unidad, en valor absoluto, del correspondiente factor.



2.4. Tanto ordinario e instantdneo 15

De acuerdo con la definicién, el rédito de capitalizacién se obtiene:

L(ty;p) L(ts;p) C

, L(tq; L(t1;p) — L(to; Cy—C
it toip) = ulty tarp) — 1= i)y HOiD = Llaip) G 2

De la misma manera, el rédito de contracapitalizacion se obtiene:

L(ta; p) _ L(ty;p) — L(t2;p) _ Cy —Ch
L(t1;p) L(t1; p) Cy

i*(t1,to;p) = 1 —u*(ty, te;p) =1 —

El rédito de capitalizacion puede interpretarse como el incremento promedio de cuantia
de dos capitales equivalentes, por unidad de capital disponible en el extremo inferior del
intervalo. De forma analoga, el rédito de contracapitalizacion puede interpretarse como la
disminucién que experimenta el capital unitario en el intervalo (t1, ) por unidad de capital
situada en t5.

El rédito acumulado mide el incremento por unidad al pasar de ¢; a t9, pero referido

a p. Se denota con la letra griega £ (xi):
§(t1,t2;p) = L(t1;p) — L(t2; p)

Los réditos son magnitudes adimensionales, siendo habitual expresarlas en tanto por uno
o en tanto por ciento.

El interés ordinario, o pospagable, mide el incremento que experimenta la cuantia de
un capital C' disponible en t; al diferir su disponibilidad hasta t,, con t; < t5. Se representa

por I y su cuantia se obtiene:
I=C-i(ty,t2;p)

La suma C + I se denomina montante, y es la suma del capital C' y los intereses I en
ty.

El interés anticipado, o prepagable, mide la disminuciéon que experimenta la cuantia
de un capital C' disponible en ¢, al anticipar su disponibilidad a t;, con t; < t5. Se representa

por I* y su cuantia se obtiene:

Si la ley financiera es de descuento, denotaremos por d(t1, t;p) al rédito de descuento y
por d*(t1,ta;p) al rédito de contradescuento. El rédito acumulado se representa con la letra
griega 1 (eta), esto es, n(t1,t2). Y el descuento ordinario y descuento diferido lo denotaremos

por D y D*, respectivamente. A la cantidad C' — D se le denomina valor descontado.

2.4. Tanto ordinario e instantaneo

El tanto ordinario es el resultado de dividir el rédito entre la amplitud del intervalo.
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El tanto de capitalizacién se denota con la letra griega p (ro) y se obtiene de la

siguiente manera:

p(ti,ta;p) = <1_2 p) — (1_p) (2‘]7)
bt () L)

Su significado financiero es el de incremento de cuantia generado en el intervalo (¢, 2)

por unidad de capital disponible en t; y promedio por unidad de tiempo.
El tanto de contracapitalizacién se obtiene de la siguiente manera:
i*(ti,ta;p)  L(ti;p) — L(t2;p)

“(tr,ta;p) = =
Pt t2:p) ty — t (ty — t1) - L(t1: p)

Y se interpreta como la disminucion de la unidad de capital al adelantar su disponibilidad
de t5 a ty, promedio por unidad de tiempo.
El tanto acumulado es el rédito acumulado dividido entre la amplitud del intervalo. Se
denota con la letra griega p (mu):
§(t1, tasp) _ L(ti;p) — L(ta; p)

ti,to;p) = =
ultn, t2:) to—t to—t

Y se interpreta como el valor medio o proporcional por unidad de tiempo del correspon-
diente rédito acumulado.

Las magnitudes tanto tienen dimensiéon —1 respecto a la magnitud fundamental ven-
cimiento, por tanto para trabajar con los tantos es necesario conocer ademaés de su valor
numérico la unidad de tiempo a la que esta referido, ya que su valor cambia al modificar la
unidad de medida de tiempo.

Si la ley financiera es de descuento, el tanto de descuento se denota con la letra griega
0 (delta), y se expresa 6(ty,ta;p), v el tanto de contradescuento por 6*(¢y,t2;p). El tanto

acumulado se representa con la letra griega v (nu), es decir, v(ty,t2;p).

2.4.1. Tanto instantaneo

Las magnitudes derivadas que se han estudiado hasta ahora (factor, rédito y tanto) estan
definidas para intervalos finitos de tiempo. Cuando la amplitud del intervalo tiende a cero
(ta —t; — 0), el factor tiende a 1 y el rédito tiende a cero, por lo que no sirven para estudiar
las variaciones de las leyes financieras en intervalos infinitesimales.

El tanto instantaneo es el limite del tanto cuando la amplitud del intervalo tiende a
cero, vy mide la variacién experimentada por unidad de cuantia en cada instante de tiempo.
De acuerdo con esta definicién, para un intervalo (¢,t + h) en el que h — 0, el tanto

instantaneo de capitalizacién es:

) — It Y g LB p) = L(E+ hi p)
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Si la ley financiera es derivable (como suele ocurrir en la practica), el tanto instantaneo

se expresas

L _8L(t;p) I _8lnL(t;p)
pltip) = ot L(t;p) ot

donde In significa logaritmo neperiano.

Andalogamente, se define el tanto instantaneo acumulado:

Y 1 e Lp) - Lt +hip)  OL(Lp) ,
pt;p) = lim p(t, ¢+ hi p) = lim ; =——5— = pt;p) - L(t:p)

Cuando se conoce la funcién del tanto instantédneo, se puede obtener la correspondiente
ley financiera asi como el factor asociado a cualquier intervalo temporal. Si la funcién p(¢; p)

es integrable, obtenemos la ley financiera de capitalizacién integrando entre ¢ y p:

[ otepin == [ PEED gy p s =

= —InL(p;p) + In L(t; p) = In L(¢; p)

donde L(p;p) =1y In1 = 0. Aplicando la definicién de logaritmo, se tiene:

L(t;p) = et plaip)de

Al integrar entre t; y to, resulta:

f2 2 9In L(a;
/ p(x;p)de = —/ %dx = —[InL(z; p)]? =
t1 t1 L

L(t1;p)

— Inu(ty, ty:
Lty p) nu(ty,ta;p)

= —InL(ty;p) + In L(ty;p) = In

Despejando u se tiene:
t
u(ty, ta;p) = eltd PlEw)d

También se puede obtener la expresion de la ley financiera a partir del tanto instantaneo

acumulado:

/tp p(z;p)de = — /tp %dm = —[L(z;p)]; = =1+ L(t;p)

Si despejamos L(t;p):

L(t;p) =1+ /tp p(x; p)da

Razonando de forma anédloga a como se ha efectuado en capitalizacion, se tiene el tanto

instantaneo de descuento:



18 Capitulo 2. Magnitudes financieras

OA(t;p 1 Oln A(t;p
o(t;p) = — Gp) — =— ;)
ot A(t;p) ot
Y el tanto instantaneo acumulado en descuento:
dA(t; p)
tip) = —
v(t; p) T

Supuesto que §(t;p) y v(t;p) son integrables, se tiene:
A(t,p) =e f; O(x;p)dx
U(t17 tz;p) = fttf §(z;p)dz

Alt;p) =1 —/ v(z;p)dr
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 2
1. Sabiendo que los capitales (1.000, 0) y (1.250, 3) son financieramente equivalentes de
acuerdo con la ley de capitalizacion L(t;p) = (1 + )P, calcilese:
a) El valor del pardmetro i.
b) Factor, rédito y tanto de capitalizacién de la anterior ley, correspondientes al
intervalo [0, 3].
c) Tanto instantédneo y tanto instantdneo acumulado en ¢ = 3, si p = 5.
2. Supuestos conocidos los réditos anuales de capitalizacion:
11 = 0,13 paralos anos 1,2,3
19 = 0,12 para los anos 4,5
13 = 0,10 para los anos 6,7
obténgase la suma financiera en 7 de los capitales (1.000, 1), (1.500,3) y (2.000,5).
3. Sea el sistema financiero de descuento A(t;p) =1 —0,05(¢ — p). Calctlense las magni-
tudes derivadas correspondientes al intervalo (5,7) con una ley en p = 1.
4. ;Cudl serfa el valor del pardmetro K en la ley L(t;p) = (1 + K)® 9 con p =ty + 5
para que sobre el capital (1.000, t) se obtengan unos intereses de 300 euros en tg + 37
5. Sabiendo que el tanto instantdneo acumulado de una ley financiera de capitalizacion

es: u(t;p) = 0,02¢t. Determinese:

a) La expresion analitica del sistema al que pertenece.

b) Los intereses vencidos y acumulado producidos por un capital de cuantia 1.000

euros en el intervalo (2,5) utilizando dos leyes del sistema:
e Conp; =6
e Conpy, =8

6. Se descuenta en un banco con fecha 31 — 10 — 04 una letra de 100.000 euros con

vencimiento 31 — 10 — 06 de acuerdo con la ley A(t;p) = 1 — 0,10(t — p) con p =
31 —10 — 0OI.

a) Determinese el descuento ordinario practicado y la cuantia o efectivo que abonard
el banco.

b) Determinense, asimismo, los descuentos pospagable y acumulado y las relaciones

que guardan con el anterior.
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Capitulo 3

Modelos clasicos de valoracion

financiera

3.1. Leyes financieras generales

Se ha definido un sistema financiero como la expresién matematica que recoge el crite-
rio de proyeccion de un capital financiero en cualquier punto de referencia. No obstante son
cuatro los mas utilizados en la practica, los llamados sistemas clasicos de valoracién: capitali-
zacion simple, capitalizacion compuesta, descuento simple comercial y descuento compuesto.
Estos sistemas cumplen una serie de propiedades que permiten agruparlos en determinados

tipos que vamos a ver a continuacion.

3.1.1. Leyes estacionarias

Estas leyes cumplen la propiedad de que no varian ante cualquier desplazamiento que se

produzca en la variable tiempo, lo cual se expresa, para una ley de capitalizacién, asi:
L(t;p) =L(t+h;p+h), VheR

es decir, estas leyes no tienen en cuenta la época del tiempo en la que se estd operando, sino
s6lo cuenta el tiempo interno que hay entre ¢ y p.

Algunas propiedades de estas leyes son:

» La funcién L(t;p) puede escribirse en funcién de la variable z = p — ¢, denominada

tiempo interno.

» La condicion necesaria y suficiente para que una ley financiera sea estacionaria es:

OL(t; p) N OL(t;p)

ot oy 0

21
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= El tanto instantaneo en una ley estacionaria se puede expresar en funciéon de z = p—t.
= Todas las leyes financieras que se utilizan en la practica son estacionarias.

Todo lo escrito para capitalizacién es de aplicacién al descuento.

3.1.2. Leyes sumativas

Una ley L(t;p) es sumativa si, para dos intervalos consecutivos cualesquiera (t,s) y (s, p)
cont < s < p, verifica que los intereses de t a s con punto de valoracién en s mas los intereses
de s a p con punto de valoracién en p, son iguales a los intereses del intervalo total (¢, p) con

punto de valoracién en p. Es decir:

I(t,s;s)+ I(s,p;p) = 1(t,p;p)

Por tanto, en estas leyes los intereses correspondientes a intervalos parciales no se acumulan

al principal para introducir nuevos intereses.
Recordando que I(t, s;s) = C -i(t,s;s) = C - [L(t; s) — 1], podemos escribir la expresion

anterior de la forma:
C-[L(t;s) = 1]+ C - [L(s;p) — 1] = C - [L(t;p) — 1]

o simplificando:
L(t;s) + L(s;p) — 1 = L(t; p)

Algunas propiedades de estas leyes son:

= Las leyes sumativas, en general, tienen la forma:

L(t;p) = 1+ ¢(p) — ¢(1)

que es una funcién de variables separadas con la misma forma ¢. La funcién ¢ ha de

ser creciente para que L(t;p) > 1.

= La condicién necesaria y suficiente para que una ley financiera sea sumativa es que el

tanto instantaneo acumulado no dependa del punto p de valoracién.

OL(t; p)

pltp) = =52 = (1

Todo lo escrito para capitalizacién es de aplicacion al descuento.
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3.1.3. Leyes multiplicativas

Una ley financiera es multiplicativa cuando se verifica que:
L(t;s) - L(s;p) = L(t; p)

siendo t < 5 < p.

Algunas propiedades de estas leyes son:

Las leyes multiplicativas tienen la forma:
L(t;p) = e (P)—o(t)

es decir, una funciéon exponencial de variables separadas en el exponente.

= La condicién necesaria y suficiente para que una ley sea multiplicativa es que el tanto

instantaneo no dependa de p.

_OlnL(t;p)

=0 = (1)

p(t;p) =

» Una ley financiera no puede ser a la vez sumativa y multiplicativa.

= La equivalencia de capitales es independiente del punto p de aplicacién.

. —o(t
u(ty, ta) = L{tip) _ et 7o) — ®lt2)=6(t)
’ L(ty;p)  efP—o(t2)

Todo lo escrito para capitalizacién es de aplicaciéon al descuento.

3.1.4. Leyes unificables

Una ley de capitalizacion L(t; p) es unificable cuando para cualesquiera capitales suman-

dos:
(Clv tl)a (027 t2)7 ) (Cna tn)

es posible encontrar al menos un capital suma financiera (C, 7) con independencia del punto

p elegido. Debe verificarse, por tanto:
SC- fltT) =C, Vp
s=1

siendo f(ts;7) el factor financiero y Cs - f(ts;7) la cuantia equivalente en 7 a la C; en t,. El
capital (C, 1) recibe el nombre de capital unificado y 7 el de vencimiento comin.

Algunas propiedades de estas leyes son:
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= Las leyes unificables tienen la forma:

L(t;p) = 1+ a(p) - [B(t) — B(p)]

donde, si a(p) > 0 la funcién 5 ha de ser decreciente, y si a(p) < 0 la funcién g ha de

ser creciente.

= La condicién necesaria y suficiente para que una ley sea unificable es que el determi-

nante wronskiano sea idénticamente nulo:

OL(t;p)  O°L(t;p)

ot Ot? _
O*L{t;p) *L(t;p) | =
otop ot?0p

= Las leyes multiplicativas son unificables con infinitas soluciones para el capital unifica-

do.

= Las leyes sumativas son unificables con una sola solucién de capital unificado, que
recibe el nombre de solucién media, siendo la cuantia C' = C; +Co+ ...+ C, y 7 el

vencimiento medio ponderado.

Todo lo escrito para capitalizacién es de aplicacion al descuento.

3.2. Producto financiero de leyes

Se pueden obtener nuevas leyes financieras como consecuencia de la aplicacion sucesiva
de otras leyes ya conocidas. El caso mas elemental de estos procesos es el producto financiero.
Dadas las leyes de capitalizacién Li(t;p1) v La(t; p2) con puntos de aplicacién en py y po
respectivamente, siendo p; < ps, se denomina producto financiero a la aplicaciéon sucesiva de

ambas leyes, lo cual da lugar a la aparicién de una nueva ley L(¢; p) definida por:

Lit:p) = Lyi(t;p1) - La(p1;p2) si t<p
7 Ly (t; p2) siop1 <t<p

El denominado convenio lineal, cuando se aplican sucesivamente la capitalizacion com-

puesta y la capitalizacién simple, es un ejemplo de producto financiero.

3.3. Capitalizaciéon simple

Esta ley se caracteriza por ser a la vez sumativa y estacionaria. Su expresion general es:

Lt;p)=1+i-(p—t)coni>0yt<p
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Esta expresion puede anotarse en forma estacionaria asi:
L(z)=1+i-zconz=p—t

La capitalizacién simple se utiliza fundamentalmente en operaciones a corto plazo y

también se la conoce como interés simple.

3.3.1. Magnitudes derivadas

Las principales magnitudes derivadas de esta ley son:

1+i-(p—t
» Factor de capitalizacién: u(ty;ts) = M
L+i-(p—ty)
’1- . Z(tz—tl)
s Rédito: i(ty;ts) = u(t;ty) — 1= ———— 2
(t1;t2) = ulty; t2) [ E—
i(tl;t2) B 1

Tanto: pltiita) = 4 " = 0 =8

Tanto instantaneo: p(t) !
anto mmstantaneo: p = 0T
1+i-(p—1t)

Las magnitudes derivadas acumuladas de esta ley son:

» Rédito acumulado: &(ty;ta) = [1+i-(p—t)] —[1+i-(p—ta)] =i~ (ta —t1)
» Tanto acumulado: u(ty;ty) =i

» Tanto instantdneo acumulado: pu(t) =i

Como se puede observar, en capitalizacién simple, las magnitudes derivadas acumuladas

no dependen de p.

3.3.2. Tantos equivalentes

La unidad de medida que se utiliza con caracter general es el ano. Sin embargo, la
capitalizacion simple se aplica en operaciones a corto plazo, por lo que pueden utilizarse
otras unidades de medida del tiempo como por ejemplo el trimestre, el mes, etc. Si en la ley

financiera se multiplica por m a t y p, se ha de verificar que:
L(t;p) = L(t - m;p-m)
siendo:

L(tip) =1+4i-(p—1t)
Lt-m;p-m)=1+i,-(p-m—t-m)=1414d, -m-(p—1)
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por lo que, al igualar los segundos miembros, resulta:
L=y M = by = —
Al multiplicar la medida del tiempo por m, el parametro ¢ queda dividido por m. Observe
que al multiplicar por m se pasa a una unidad de medida del tiempo 1/m de ano. Los

valores de m mas usuales son m = 2,3,4,6 y 12 que corresponden a periodos semestrales,

cuatrimestrales, trimestrales, bimestrales y mensuales respectivamente.

3.3.3. Intereses y montante

Tal y como se definié anteriormente, los intereses son capitales cuyas cuantias se obtienen

multiplicando C' por el rédito correspondiente. Asi, el interés ordinario es:

Coi(ta—t)

En la mayoria de las operaciones que se realizan en la practica, los intereses se calculan
para intervalos cuyo extremo superior coincide con p (t = p). En estos casos coinciden el

interés ordinario y el interés acumulado. Los intereses para un intervalo (¢;p) son:
I=C-i-(p—t)=C-i-zconz=p—t

En esta expresion, ¢ se mide en tanto por uno anual y z en anos. Dado que esta ley se
utiliza en operaciones a corto plazo, z se suele expresar como fraccién de ano. Las formas

mas utilizadas son:
k n n

T2 T30 7365

donde k es el nimero de meses y n el numero de dias. Es bantante frecuente utilizar el ano

z

comercial de 360 dias, en vez del ano civil de 365 dias. Los intereses se expresaran:

:C'-z~k: 7 _C"z~n 7 _C"z~n

I co — ci —
12 360 365

El montante es la suma del capital inicial y los intereses:

M=C+1

También se puede obtener a partir del capital inicial (C,t) calculando su equivalente en

M=C-[l+i-(p—t)]=C-(14+i-2)=C+C-i-z
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3.4. Capitalizacién compuesta

La capitalizacion compuesta es una ley multiplicativa y estacionaria por lo que goza de

las propiedades inherentes a estas leyes. Su expresién general es:
L(t;p) =P = (1 +i)PP coni >0,k >0,t <p

siendo e* = 1+ i, por tanto k = In(1 + 7).

Esta ley puede anotarse en forma estacionaria:
L(z)=e"*=(1+4+i)conz=p—t

La capitalizacion compuesta se utiliza en operaciones a largo plazo y también se conoce

con la denominaciéon de interés compuesto.

3.4.1. Magnitudes derivadas

Las principales magnitudes derivadas de esta ley son:

itali 314 1+ i)pitl N\t2—t1
» Factor de capitalizacién: u(ty;ty) = W = (1+1)
s Rédito: Z<t17t2> = (]_ + l’)tz—tl -1
1 Nt2—t 1
» Tanto: p(ty;te) = (L+1)
to — 11
Oln L(t; p)

Tanto instantdneo: p(t) = =k=In(14+17)=p

ot

Las magnitudes derivadas acumuladas en capitalizacién compuesta dependen de p y no

se utilizan en la préctica.

3.4.2. Tantos equivalentes

Dos réditos, o tantos, son equivalentes cuando aplicados a un mismo intervalo temporal
proporcionan idéntico resultado.

Sea 17y, el rédito asociado a periodos de amplitud 1/k de ano o, lo que es lo mismo, que
el ano contiene k periodos de esta amplitud, e 7,, un rédito asociado a periodos de amplitud
1/m de ano, es decir, que el afnio contiene m periodos de esta amplitud. Dichos réditos son

equivalentes cuando se verifica que:

(14 = (1 4+ i)™
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Cuando uno de los periodos es el ano (k = 1), el tanto i; = i recibe la denominacién de

tanto efectivo anual, y se tiene:
I1+i=(1414i,)"

Dado que i,, se aplica a periodos de amplitud 1/m de afio y que la unidad de medida del
tiempo es el ano, su proyeccion aritmética anual se denomina tanto nominal de frecuencia
m.

El tanto efectivo anual se anota con ¢, sin subindices, y el tanto nominal de frecuencia m
se anota con 7j,,. Este tltimo se obtiene:
. _ . Jm
Jm =M by = by, = ——
m

La ecuacién general que relaciona el tanto efectivo, el tanto nominal y el rédito equivalente

€es:

m

(1+1i) = (1+j—m>m:(1+@'m)m

3.4.3. Intereses y montante

Dado un capital (C;t) su equivalente en p tiene una cuantia:
M=C-(1+i)P"'=C-(1+1)
la cuantia M es el montante, y los intereses en p son de cuantia I:

[=M—C=C-[(1+i)—1]

3.5. Descuento comercial

Esta ley de descuento es a la vez sumativa y estacionaria, por lo que disfruta de las

propiedades de estas leyes. Su expresion general es:
Alt;p)=1—d-(t—p)cond>0yt>p
y también ha de verificarse que A(t;p) > 0 por lo que el campo de validez estd limitado a:

1
1—d~(t—p)>O:>1>d-(t—p):>t—p<c—l

El descuento comercial se puede aplicar siempre que el intervalo temporal sea menor que é.
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3.5.1. Magnitudes derivadas

Las principales magnitudes derivadas de esta ley son:

1—d-(ty—p)
» Factor de descuento: v(tq,t3) = 1—d-(ty —p)
B d-(ty —t1)
= Rédito: d(ty,t2) =1 —v(ty,t2) = 1—d-(t; —p)
» Tanto: §(t1,t2) = d
1—d-(t —p)
» Tanto instantdneo: §(t) = 4
1—d-(t—p)

Las magnitudes derivadas acumuladas de esta ley son:
» Rédito acumulado: n(ty,te) =[1—d-(t1 —p)|—[L —d-(ta —p)| =d- (t2 — t1)
» Tanto acumulado: v(tq,t2) = d

» Tanto instantdneo acumulado: v(t) = d

En conclusion, las magnitudes derivadas acumuladas no dependen de p.

3.5.2. Tantos equivalentes

Razonando de forma analoga a como se hizo en capitalizacion simple, si d es el tanto

para periodos anuales y d,, el rédito para periodos de amplitud 1/m resulta:
d
d=d, m&d,=—
m

3.5.3. Valor descontado y descuento
Dado un capital (C,t) su equivalente en p es:

Vo=C-1—=d-(t—p)=C-1-d-2)=C—-C-d-z

siendo Vj el valor descontado. C - d - z es la cuantia del descuento realizado por adelantar la
disponibilidad del capital C' desde ¢ hasta p:

D=C-d-z

En esta expresion, d se mide en tanto por uno y z en anos. Al utilizarse esta ley en operaciones

a corto plazo, z suele expresarse en forma de fraccién. Los casos mas frecuentes son:
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siendo k el nimero de meses y n el nimero de dias, utilizandose frecuentemente el ano

comercial de 360 dias. La expresion del descuento es ahora:

:C-d-k D :C’-d-n o :C’-d-n

D co Yy ci
12 360 365

3.6. Descuento compuesto

Se denomina descuento compuesto a la ley financiera que es a la vez multiplicativa y

estacionaria. Su expresion general es:
Altip) = P = (1= @) = (1+) 07

conk>0ye*=1-d=(1+i)=v.

Esta ley se anota en forma estacionaria como:
AR)=e™ =1 —-d)?*=(1+i)""

con z =t —p.

3.6.1. Magnitudes derivadas

Las principales magnitudes derivadas de esta ley son:

e_k(tZ_p)

Factor de descuento: v(tq;ts) = e = ¢

—k‘(tz—tl)

, que no depende de p.

Rédito: d(ty;ty) = 1 — e Flt2=t)

Tanto: se obtiene dividiendo el rédito de descuento entre to — t;.

~ 0InA(t;p)
ot

Las magnitudes derivadas acumuladas dependen de p y no se utilizan en la practica.

Tanto instanténeo: §(t) = = k, que es constante.
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 3
1. Compruébese que el siguiente sistema financiero de capitalizacion es estacionario:

1
Lt;p) = ————— K
(t;p) e con K >0

2. Sabiendo que el tanto instantdneo de un sistema financiero de capitalizacién esta-
cionario es p(z) = 0,10z, obténgase el factor de capitalizacién asociado al intervalo
(t1,t2) = (2006,2008) con p = 2010 y compruébese que su valor no se modifica si se

efectiia un cambio en el origen de tiempos situandolo en ¢;.

3. Compruébese si el sistema financiero de descuento:

1
A(t;p):1—K(t2_p2)Cont>py0<K<m

cumple las propiedades de los sistemas sumativos.

_ p*+p

4. a) Dado el sistema financiero de capitalizacién L(t;p) = 52, esttdiese si es suma-

tivo o multiplicativo

b) De acuerdo con él, determinese cudl de los dos capitales:
(100,000, 2008); (110,000, 2020)

resulta preferible financieramente.

5. Dado el tanto instantaneo p(t;p) = -2 con a > 0:

a) Obténgase la expresion de L(t;p).

b) Indique a qué tipo de sistema financiero pertenece.

6. Sabiendo que el tanto instantdneo acumulado de una ley de descuento es v(t;p) =

0, 09tp, determinese:

a) La expresion analitica de la ley.

b) A qué tipo de sistema financiero pertenece.
7. Estudiese si los siguientes sistemas financieros son unificables:
a) A(t;p)=1—k(t—p)
b) L(tip) =1+i(p—1)
) Alt;p) =1—d(t —p)
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8. Dos capitales de cuantia 10.000 euros son depositados en dos entidades financieras para
recibir su equivalente dentro de cuatro anos en base a las leyes financieras L;(z) = 1+iz

y La(2) = (1+41)?, respectivamente, siendo ¢ = 0, 10 y p situado al final de la operacién.

a) Calcilese el montante obtenido en cada una de las entidades.

b) Compare los sistemas utilizados.

9. Cierta persona realiza una imposicion de 10.000 euros a plazo fijo de tres afios en una
entidad financiera que opera segun el sistema L(z) = 140, 10z con punto de aplicacién
al final de cada operaciéon. Transcurridos los tres afios retira los intereses y repite la

operacién por igual periodo de tiempo y en las mismas condiciones. Determinese:

a) La cuantia total de los intereses obtenidos en el conjunto de las dos operaciones
y la cuantia de los intereses obtenidos en el caso de realizar la imposicién a seis

anos de acuerdo con el mismo sistema de valoracién.

b) Lo mismo que en apartado anterior pero en el supuesto de que la entidad financiera

operase de acuerdo con el sistema L(z) = (14 0,10)%.

10. Basandose en el sistema de capitalizacién compuesta L(t;p) = (1 +i)P~* con i = 0, 10
cuando t y p estan expresados en anos, determinense los valores del rédito y del tanto

de capitalizacion correspondientes a periodos de amplitud:

a) Trienal.

o

Anual.

¢) Semestral.

Mensual.

@

—

Semanal.

Diaria.

o

h

Infinitesimal.

)
)
)
d) Bimestral.
)
)
)
)

11. A un inversor se le ofrecen dos clases de titulos para invertir:

a) Obligaciones que generan intereses semestrales a rédito ng) =3%.

b) Obligaciones que generan intereses trimestrales a rédito igl) =1,5%.

., Cual de ellos le proporcionard un tanto efectivo anual mayor? ;Qué valor deberia

tomar 2'52) para que la rentabilidad efectiva del caso a) coincida con la del caso b)?

12. Determinese la expresion de la cuantia equivalente en 2010 al capital (C,2004) si se

valora en capitalizacién compuesta:
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a) A rédito anual 7;.

)

) A rédito trimestral igl).
)

)

o

c) A tanto nominal semestral js().

o

A tanto bienal py(t,t +2) = K.

13. A cierta persona que tiene derecho a percibir los siguientes capitales: 1.000 euros el 30
de octubre de 2005, 1.500 euros el 30 de abril de 2006 y 3.000 euros el 30 de abril de
2008, se le ofrece la posibilidad de sustituir éstos por un tnico capital de acuerdo con

uno de los sistemas financieros siguientes:
Li(z) =1+0,08z

Ai(z) =1-0,10z
Ly(2) = (1+0,08°

Se pide determinar la solucién media de capital unificado que le resulta mas favorable.
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Capitulo 4

Valoracion financiera de rentas

4.1. Concepto financiero de renta

El analisis de algunos fenémenos financieros requiere operar con conjuntos de capitales
disponibles en tiempos distintos. Vamos a limitarnos a la valoraciéon de estos conjuntos de
capitales, esto es, a su tratamiento matematico, haciendo abstraccién de consideraciones
econdmicas como pueda ser la fuente generadora de renta (pagos de un préstamo, pensién
por jubilacion, etc.) o consideraciones de tipo juridico respecto a la naturaleza de los capitales

(rendimientos o pagos).

Definicién 4.1 Se entiende por renta un conjunto de capitales financieros asociados bi-

univocamente a una sucesion de intervalos de tiempo consecutivos.

Para definir la renta tenemos que especificar la cuantia y vencimiento de cada uno de los
capitales, asi como el intervalo de tiempo a que van referidos. A cada capital le corresponde un
solo intervalo y viceversa. Los intervalos de tiempo son llamados periodos de maduracion,
ya que es el tiempo que tiene que transcurrir para que se genere cada capital llamado término
de la renta. Al extremo inferior del primer periodo ¢y se le llama origen de la renta, el extremo

superior del ultimo periodo t,, es el final de la renta, siendo la diferencia t,, — tq su duracion.

La representacion grafica de una renta sobre un eje de tiempos se puede observar en la

Figura 4.1.
Ol OQ Cr Cn
f/ln 7-1 tll (D) f,lz tr‘—i T f/lr tulfx T tlu

Figura 4.1: Representacion grafica de una renta.

35
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4.2. Valor capital o financiero de una renta

Definicién 4.2 Dada una renta y fijado un criterio de valoracion mediante una ley finan-
ciera cualquiera F(t;p), se denomina valor capital o valor financiero de una renta en
un momento « al capital cuya cuantia es la suma financiera de los términos de la renta en

.

- - F(1,;p)
Va=2 G- f(maip) =3 G- Fas
r=1 r=1 ’

siendo f(7,,a;p) el factor financiero para desplazar el término que vence en T, hasta «.

Los valores financieros de una renta en dos puntos cualesquiera son siempre capitales
equivalentes, de forma que conocido el valor en un punto «, puede calcularse en cualquier

otro o multiplicando por el correspondiente factor.

Si el valor financiero se calcula en el origen de la renta, se llama valor inicial o valor

R F(7:5p)
Vo =2 G Ty

siendo V;, el valor final de la misma:

actual:

- F(7:;p)
v, =S 0, k)
i ; F(tn; p)

y ambos son financieramente equivalentes:

F(to;p)

ththo'F(t—_p)

El valor financiero es independiente de los periodos de maduracion, depende sélo de las
cuantias y vencimientos de los capitales, por ello vamos a considerar que los vencimientos
estdn situados al principio o al final de cada periodo. Si los vencimientos de los capitales
estan al final de cada periodo 7, = ¢, la renta se denomina pospagable. Se dira prepagable

cuando los vencimientos coincidan con el principio del periodo correspondiente 7. = ¢,_1.

Si el punto p de aplicacién de la ley es posterior a todos los vencimientos, o coincide con
el ultimo de ellos, la renta se valora en capitalizacién, y en caso contrario para la valoraciéon

se utilizaran leyes de descuento.

4.2.1. Casos particulares

Calculemos el valor actual de la renta pospagable recogida en el siguiente esquema de la

Figura 4.2, con varios criterios de valoracion:
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CI QQ Cr ) Cl(n

il ig 1r in
Figura 4.2: Representacion grafica de una renta pospagable.

a) Si se valora segin la ley de capitalizaciéon compuesta L(t;p) = (1 4 )P~ seré:

= Culto,tiip) =Y Cr(140) )
r=1 r=1

b) Sise valora segun la ley de descuento simple comercial A(t;p) = 1—d(t—p) con p = ty:

= Coolto, tip) = ZO Z ZC d(t, — to)]
r=1

c) Sien lugar de conocer la ley de valoracién completa, se nos dan los réditos periodales,
por ejemplo de capitalizacion iy, dado que iy, = i(tp_1,th;p) = u(tp_1,th;p) — 1, si

aplicamos la propiedad multiplicativa de los factores, resulta:

:zn:Cru*(tg,tr;p ZC’ H 1+
r=1 r=1

El valor final de la renta es:

n

n n—1
r=1

r=1 h=r+1

que también puede calcularse capitalizando el valor actual por toda la duracién de la

renta:
n

Vi, = Vigulto, ta;p) = Vio [ [(1 +n)

h=1

Andlogamente, en el caso de rentas prepagables, tenemos el esquema de la Figura 4.3.

¢ o G c,

Figura 4.3: Representacion grafica de una renta prepagable.

Para indicar que se trata de una renta prepagable, ponemos dos puntos sobre el simbolo
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de valor financiero:

n n r—1
= Z Cru*(to, tr—15p) = C1 + Z C H(l +in) 7
r=1 r=2 h=1

ZCU 1, tn; D) ZC’HI—F@;)

4.3. Clasificacion de las rentas

Las rentas pueden clasificarse atendiendo a diversos aspectos que sirven para definirlas.

Atendiendo a la aleatoriedad
= Rentas ciertas, cuando son conocidos los términos de la renta y la duracion.

= Rentas aleatorias, cuando no se conoce con certeza alguna de las componentes de la
renta, aunque si es conocida su distribucién de probabilidad (por ejemplo, la pensién

de un jubilado).
Atendiendo a la amplitud de los periodos de maduracién
= Rentas discretas, cuando los periodos de maduracion son finitos.

e Rentas periddicas, cuando todos los periodos de maduracion son de la misma

amplitud.

e Rentas no periddicas, cuando no se cumple lo anterior.

= Rentas continuas, cuando los periodos son infinitesimales, produciéndose un flujo con-

tinuo de capitales.
Atendiendo a las cuantias de los capitales

= Rentas constantes, cuando las cuantias son iguales. Cabe destacar las rentas unitarias,
cuando C' = 1, por ser muy utiles como punto de partida para valorar las rentas de

cuantia constante.
= Rentas variables, cuando las cuantias son distintas.
Atendiendo a la duracién
= Rentas temporales, cuando la duracion es finita.
» Rentas perpetuas, cuando la duracién es infinita (por ejemplo, la renta de la tierra).

Atendiendo al momento en que vencen los términos de la renta dentro de

cada periodo de maduracion
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= Rentas prepagables, cuando vencen en el extremo inferior de cada periodo de madura-

cion.

= Rentas pospagables, cuando vencen en el extremo superior del correspondiente periodo

de maduracién.
Atendiendo al momento de valoracion

= Rentas inmediatas, cuando el momento « de valoracién esta situado dentro del intervalo

de duracién de la renta.
= Rentas diferidas, cuando el momento « es anterior al origen de la renta.

= Rentas anticipadas, cuando el momento « es posterior al final de la renta.

4.4. Propiedades de las rentas

Enunciamos a continuacion dos propiedades que en realidad son dos posibles descom-
posiciones de las rentas, muy utiles desde el punto de vista practico para calcular su valor

financiero:

1. Linealidad del valor financiero: Si los términos de una renta pueden expresarse
como combinacién lineal de otros dados, su valor financiero en cualquier punto « es
igual a la misma combinacion lineal de los valores financieros de las rentas en que se
ha descompuesto. Esta propiedad permite sustituir la renta por una combinacion de

otras mas sencillas.

2. Aditividad respecto al intervalo de definicién: Podemos descomponer el valor de
la renta contenida en [tg, t,,] en suma de los valores financieros de las rentas contenidas

en los intervalos disjuntos [to, ts] v (Zs, ).

4.5. Rentas discretas valoradas con rédito periodal cons-

tante

En esta seccion se estudian las rentas discretas comenzando por las de cuantia unitaria,
con el fin de obtener férmulas operativas que serviran también para la valoracién de los
restantes tipos de rentas.

Las expresiones que vamos a desarrollar son validas siempre que sean constantes los
réditos de valoracién aplicables a cada uno de los periodos, aunque estos sean de distinta

amplitud, aunque habitualmente trabajaremos con rentas discretas de periodo uniforme.
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4.5.1. Renta unitaria, pospagable y temporal

En la Figura 4.4 se puede ver un esquema grafico.

Figura 4.4: Renta unitaria, pospagable y temporal.

Los valores actual y final de esta renta se representan mediante los simbolos az); y saji
que fueron adoptados internacionalmente en el Congreso de Actuarios celebrado en Londres
en 1898.

Se llama valor actual de la renta a aquel capital que, en el origen, resulta equivalente
financieramente a los términos de la misma. Su cuantia se calcula sumando financieramente
en el origen todos los términos que componen la renta y para ello los trasladamos uno por
uno hasta 0 con el correspondiente factor de contracapitalizacién. Se trata de una suma de

términos de una progresién geométrica decreciente de razén (1 +14)~%:

n

Vo=) (1+i)7 =

r=1

I+ —(1+9)"A+0)" 1-QQ+)™
1—(1+4)! B i

= Qg

Para calcular el valor final, segiin se observa en el grafico, sumamos todos los términos
en el final de la renta n, resultando también la suma de los términos de una progresion

geométrica creciente de razén (1 + 1):

=

— 1+4)"—1
V, = (1+2’)T:¢:sﬁ|i
7

Il
=)

r

El mismo resultado se obtiene al capitalizar el valor actual por toda la duracion de la

renta, puesto que ambos valores son equivalentes:

Sali = amji(1+1)"

Los valores de una renta constante de cuantia C' se calculan multiplicando el valor finan-

ciero de la renta unitaria por dicha cuantia.
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4.5.2. Renta unitaria, prepagable y temporal

Se diferencia de la anterior en que los términos vencen al principio de cada periodo. En

la Figura 4.5 se puede ver un esquema grafico simplificado.

Figura 4.5: Renta unitaria, prepagable y temporal.

Su valor actual es:

n—1

‘“/ozdnu:z_:(l—ki)”:i_(lﬁ.)_l:(l_m)ﬂ

y el valor final:

Voo = &mi = Z(l +i) =1+ Z)M

7
r=1

Nétese que dm; = (1 +4)az; ¥ Sni = (1 + 1)) Esta relacion entre el valor de la renta
prepagable y pospagable se verifica, no sélo para las rentas unitarias, sino para todas las
rentas constantes o variables, siempre que estén valoradas con rédito periodal constante.

Esta relacién nos permite expresar los valores financieros en términos pospagables, siem-
pre que todos los réditos periodales sean constantes. Al ser ¢ > 0, el valor de una renta

prepagable siempre es mayor que el de la pospagable con las mismas caracteristicas:

V., >V,

4.5.3. Rentas perpetuas unitarias

Tienen una duracion ilimitada en el sentido de que a cada periodo le sigue siempre otro.
Sélo tiene sentido hablar de valor actual, ya que su valor final seria infinito.
El valor actual de la renta pospagable en la suma de una serie geométrica convergente,

ya que la razén es menor que uno:

(e o]

Oss|i = Z(l + @')—7”

r=1
Otra forma de valorar la renta perpetua es calcular el limite de los n primeros términos

de la correspondiente renta temporal, cuando el niimero de términos tiende a infinito:

1
l

n—00 n—00 2

J— . ) , 1= (144)™
Ussli = nh—{go Zl(l +1)7" = lim ap,; = lim ————F—
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Por tanto, el valor actual de una renta perpetua pospagable es el reciproco de su rédito
constante de valoracion.

Si la renta es prepagable:

. & e ) =140 141

4.5.4. Rentas diferidas y anticipadas

Tal como indicamos al clasificar las rentas, ésta se dice diferida cuando se valora en un
punto anterior al origen de la renta. Por consiguiente, sélo afecta al valor actual de la misma.

Su esquema, en el caso pospagable y temporal, se puede observar en la Figura 4.6.

11 11

0 1 d d+1 d+2 d+n—1 gin

U Origen de la renta

Periodo de diferimiento

Figura 4.6: Renta diferida, pospagable y temporal.

El valor financiero de una renta diferida de cualquier tipo (constante o variable, prepa-
gable o pospagable, temporal o perpetua, discreta o continua), es igual al valor en el origen

de la renta multiplicado por el factor de contracapitalizacién correspondiente al periodo de

diferimiento:
d+n n
Vo= Y (1407 =0+ 1+ =u(0,d)ag,
r=d+1 r=1

Cuando el rédito de valoraciéon durante un periodo de diferimiento es el mismo que el
intervalo de definicién de la renta, se utiliza una notaciéon especifica:
N\ —d
d/azn; = (1 +1) “agm;

La renta se dice anticipada cuando se valora en un punto posterior al final de la misma

(véase Figura 4.7).

0 1 2 n—1 n n+1 n+h

Final de la renta Punto de valoracién

Figura 4.7: Renta anticipada, pospagable y temporal.
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El valor de la renta anticipada se calcula multiplicando el valor final de la inmediata, por

el factor de capitalizacion correspondiente al periodo de anticipacién:

|
—

n+h—1 n
Vn+h - Z (1 + Z)T = (1 + Z)h (1 + Z)T = U(TL, h)sﬁ\i

r=h

1
I
o

Si el rédito de valoracion durante el periodo de anticipacion es el mismo que el de la

renta, se utiliza la notacion:

4.5.5. Rentas variables

Los valores actual y final de una renta discreta con términos de cuantia variable, temporal

y pospagable (vedse Figura 4.8), valorada a rédito periodal constante son:

‘/E)nh ZC 1+Z -

Figura 4.8: Renta variable, temporal y pospagable.

Si la renta fuese prepagable los vencimiento, y por tanto los exponentes del factor, estarian
en r — 1 en lugar de en r.
Vamos a estudiar dos casos de particular interés desde un punto de vista préctico: la

renta con términos variables en progresion geométrica y en progresion aritmética.

Renta variable en progresién geométrica

Se trata de una renta en la que las cuantias de los términos varian en progresion geométri-
ca de razén ¢ > 0, llamando C a la cuantia del primer término. La cuantia del término
genérico con vencimiento en r serd C, = Cq"~*

El valor actual de la renta se obtiene:

n

(Vo)mi = Acgmi = ZCQT A+ 7 =C0+0)7 Y ¢ 1+ =
r=1
="l +i)™ 1 —q"(1+0)™"

=0 +1) 1—q(1+d)t l1+i—gq
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Este valor lo tomaremos como referencia para calcular los valores finales, valores prepa-
gables, diferidos, anticipados y/o perpetuos, utilizando las relaciones que hemos visto para
las rentas unitarias, siempre y cuando los réditos de valoracién permanezcan constantes en
todos los periodos.

En el caso particular de que la razén de la progresién coincida con el factor de capita-
lizacién correspondiente a un periodo unitario ¢ = (1 + 4), al sustituir en la expresién del
valor actual que acabamos de obtener, resulta indeterminado. Para resolver la indetermina-
cién puede calcularse en el limg_, 114 Acgmii v aplicar la regla de L’Hpital, o bien calcular

directamente el valor actual:

Acaripai = ClA+) "+ QA +0)1+49) 2+ ...+ (1+9)" "1+ ™" =C-n-(L+4)"

Si la renta tiene duracion ilimitada (renta perpetua), la existencia del valor actual depende
de la convergencia de la serie, y se calcula como limite de la temporal cuando el nimero de

términos tiende a infinito.

Renta variable en progresién aritmética

La cuantia de los términos varia en progresién aritmética de razén d, el esquema de la

renta temporal y pospagable su muestra en la Figura 4.9.

C C+d C+(r—1)d C+(n—1)d

(:) 1I 2I ril T nLl ;I,
Figura 4.9: Renta variable en progresién aritmética, temporal y pospagable.
En el caso de que los términos de la renta sean decrecientes (d < 0), y para asegurarnos

de que no aparezcan capitales negativos, hemos de imponer la restricciéon de que el ultimo

término sea siempre positivo:

C+(n—1)d>0—d>

n—1

El valor actual de la renta se calcula:

n

Acaymli = Z[C +(r=1d|(1+4d)"

r=1
No obstante, es mas sencillo descomponer la renta en suma de n rentas, tantas como
términos, de la forma que se muestra en la Figura 4.10.
Una vez comprobado que la suma de las cuantias disponibles en cada vencimiento coincide

con el término de la renta variable en ese mismo punto, el valor actual de la renta variable
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Cayy;

~__ ¢ ¢ ¢ c_ ¢
0 1 2 3 n—1 n
R S ¢
0 2 n—1 n
1o/ a—s);
RS ! ‘L
0 1 2 3 n—1 n
dy-1/ay;
~ d

0 1 2 3 n—1 n

Figura 4.10: Descomposiciéon de una renta en suma de rentas.

en progresion aritmética serd igual a la suma de los valores actuales de las n rentas en que

se ha descompuesto. Para abreviar mostramos el valor actual una vez operada la suma:

dn

dn(l+412)™" d
M:(C‘i_Z"—dn)anﬁ_T

]

d
Acami = - = <C + ;) Qg —

En el caso de rentas perpetuas, solo tiene sentido para rentas crecientes, cuando la razon

es positiva, y se obtiene tomando limites en la temporal cuando n — oo:

d dn(l +12)~" d\ 1
Ac.ayseli = lim KC + ;) Ui — w] = (C' + ;) o
n—

o

Si el rédito periodal de valoracién permanece constante, podemos calcular el valor finan-
ciero de cualquier renta variable con progresion aritmética, en funcion del valor actual de la

renta inmediata pospagable y temporal.

4.5.6. Rentas fraccionadas

El fraccionamiento aritmético de una renta consiste en dividir las cuantias de sus términos
en m subcuantias, tales que su suma aritmética coincida con la cuantia inicial, y paralela-
mente descomponer cada periodo de maduracion en m subperiodos consecutivos y disjuntos,
asociando una subcuantia a cada uno de los subperiodos.

El fraccionamiento de frecuencia m transforma una renta de n términos en otra de n x m,
la suma aritmética de las cuantias de las dos rentas es la misma, pero no su valor financiero
porque hemos modificado los vencimientos de los capitales.

Si fraccionamos una renta pospagable genérica, variable y valorada con una ley de capi-
talizacién, el esquema de cada periodo antes y después de fraccionarlo aritméticamente se
puede observar en la Figura 4.11.

Para valorar una renta fraccionada, sumamos en ¢, todos los términos fraccionados com-

prendidos en el intervalo (t,_1,t,]:
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Cr,l Cr,2 Cr,?, Cr,h Cr,m

tro1 tr1 (2% tr3 trn trm-1 t

Figura 4.11: Fraccionamiento de una renta.

C7/~ = Z Cr,h : u(tr,ha t?“ap) > Cr
h=1

El valor de la renta fraccionada equivale a sustituir en la renta sin fraccionar de la que
procede, cada término C, por el correspondiente C! en cada intervalo.

Cuando la renta de partida es pospagable, el fraccionamiento supone un mayor valor
financiero para la nueva renta. Si la renta original es prepagable, el valor financiero de la
renta fraccionada serd menor que el de la renta de partida.

El fraccionamiento se dice uniforme cuando tanto las cuantias como los periodos se di-
viden en partes iguales, es decir, la cuantia del término genérico en la renta fraccionada
sera:

Crp = G v,
m

El valor actual de una renta fraccionada es:

J(m) J(m)

r=1
El fraccionamiento de las rentas es habitualmente un fraccionamiento aritmético, no

obstante en algunas operaciones podemos encontrarnos con fraccionamientos financieros que

son totalmente distintos.

4.6. Rentas continuas

La renta continua es un conjunto de infinitos capitales de cuantia infinitesimal, disponibles
en cada instante de tiempo, correspondiendo una cuantia nula a cada vencimiento.

La cuantia que vence en un intervalo infinitesimal se llama cuantia elemental, se expresa
como producto de la densidad en ¢ por la amplitud del intervalo, C'(¢)dt, es el equivalente a
la cuantia del término en la renta discreta.

El valor financiero en o de una renta continua, definida en el intervalo (%o, t,) segin una
ley F(t;p), es:
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Vol = | e

En capitalizaciéon compuesta, el valor actual de la renta se obtiene:

tn
(Vto)toth.:/ (1 +4)" =D (t)dt

to

y el valor final:

tn —
(th)m‘i :/ (1+3)"tC(t)dt = (Vto)mn (14 )tn—to

to
En la rentas continuas unitarias, la funcién de densidad es C'(t) = 1, lo que significa que
en cada intervalo unitario vence una unidad de capital, pero repartida uniformemente en el

periodo. Su valor actual es:

) S
log, (1 +1i)  log, (147

n 1
Qpj; = / (1+ i)ftdt =
0

y podemos expresar el valor de la renta continua unitaria en funcién del valor actual de

)amz‘

la renta unitaria discreta.
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 4

. Obténganse los valores actual y final de una renta definida por los capitales (100, 1),

(150,4), (25,5) y (70, 8) asociados a los periodos (0, 1), (1,4), (4,5) vy (5,8), siendo los
réditos de capitalizacion para cada uno de los periodos 7; = 0,05, 75 = 0,1, i3 = 0,03
e iqg = 0,06.

. Determinese el valor en « = 0y o = 12 de una renta con términos de cuantia constante

C = 30 y vencimientos 3, 4, 6 y 8 asociada a los periodos (0, 3), (3,4), (4,6) y (6,8) si

se valora en capitalizacion compuesta a rédito constante anual i = 0, 1.

. Calctilese el valor en a =4 y en o = 2,5 de una renta pospagable de términos (2, 1),

(4,2), (6,3) y (8,4) si se valora en capitalizacién compuesta a rédito constante anual
i =0,09.

. Calculense los valores inicial y final de una renta discreta, inmediata y pospagable,

formada por diez términos de cuantia constante 100 euros y valorada a rédito periodal
constante del 5 %.

. Hallense el valor inicial y final de una renta prepagable de cinco anos de duracion y

cuantia constante anual 200 euros, si se valora a rédito periodal constante i = 0, 05.

. Calctlense los valores actual y final de una renta inmediata y pospagable de cuantia

constante 1.000 euros si se valora a rédito periodal constante del 6 % y su duracién es:

5, 10, 50, 100, co anos. Coméntese, asimismo, los resultados.

. Obténgase el valor actual de una renta prepagable de cuantia anual 1.000 euros si su

duracion es indefinida y se valora a rédito anual constante:

a) 3%
b) 6%
c) 9%

. Obténganse los valores actual y final de una renta de cuantia anual constante 500 euros,

valorada a rédito anual del 8% en los casos siguientes:

a) Renta inmediata, pospagable y perpetua.

b) Renta diferida cuatro anos, prepagable y de diez afios de duracion.

. Calculese el valor en estos momentos de una renta anual que comenzara a devengarse

dentro de tres anos y medio, sabiendo que esta constituida por 10 términos pospagables
de cuantia 100 euros y que se valora en capitalizacion compuesta a tanto efectivo anual

del 6 %.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Calctlese en estos momentos el valor de una renta de cuantia anual constante 100
euros y valorada a rédito anual del 6 % que comenzé a devengarse hace 20 anos, en los

supuestos:

a) Pospagable y habiendo vencido el tltimo término hace cinco anos.

b) Prepagable y de 12 términos.

Determinese el valor inicial de una renta pospagable de 12 anos de duracion y valorada
a rédito anual constante i, sabiendo que su cuantia anual es, C' para los 4 primeros

anos, 2C para los 4 siguientes y 3C' para los restantes.

Calciilese el valor actual de una renta prepagable de cuantia anual 200 euros y 5 anos
de duracién, si para su valoracién se utiliza un rédito constante anual del 5% los 3

primeros anos y del 4 % los restantes.

Obténgase el valor actual de una renta perpetua, con términos anuales de cuantia 500
euros percibiéndose el primero transcurridos seis anos desde el momento actual, en los

Cas0os:

a) Valorada a rédito anual constante del 6 %.

b) Tomando como réditos anuales de valoracion el 5,5 % durante los préximos 10
anos, el 6 % durante los 10 siguientes y el 7% en los restantes. Cudl seria el rédito

medio de valoracion de la renta, en este caso?

Cierta persona concierta con una entidad financiera un plan de ahorro para formar
un capital de 50.000 euros en 15 anos. Calctilese la cantidad que tendra que ingre-
sar al principio de cada ano si la entidad abona intereses al 6 % constante anual. Si
transcurridos 8 anos la entidad decide incrementar en un punto la remuneracion de sus
pasivos, calcilese la cuantia de la anualidad a ingresar a partir de ese momento para

obtener la suma citada.

Obténgase el valor de una renta pospagable, anticipada 3 anos, y de 10 de duracién,
si los términos anuales son de cuantia constante C' los 6 primeros anos y 1,5C los
restantes, y se valora a rédito constante anual iy = 0,08 los 4 primeros anos e i3 = 0,07

los restantes. En funcién del valor obtenido, calciilese el valor en el origen de la renta.

Determinese el valor actual de los dividendos que percibira el senor X durante los
proximos 15 anos bajo la hipotesis siguiente: el primer ano los dividendos ascenderan a
500 euros, estiméndose un incremento anual acumulativo del 3 % para los 10 primeros
anos y suponiendo que permanecera constante la cuantia a percibir en los 5 anos

restantes. Rédito de valoracién constante anual ¢ = 5 %.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Los ingresos netos de una empresa ascendieron en el pasado ano a un millon de euros
y se espera un crecimiento anual del 10 % sobre esta cantidad. Determinese la cuantia
de que podria disponer la empresa al cabo de 15 anos si coloca al final de cada uno

de ellos el 50 % de los ingresos obtenidos en el mismo, en una entidad que capitaliza el
4% anual.

Una persona que percibe actualmente un sueldo neto anual de 40.000 euros ahorra
el 25% de sus ingresos y los deposita al final de cada ano en una entidad bancaria
que capitaliza a rédito anual constante ¢ = 0,05. Determinese la cuantia de que podra
disponer al cabo de 10 anos en el supuesto de que las subidas salariales sean del 8 %

anual acumulativo durante los cinco primeros anos y del 6 % durante los restantes.

Calculese el valor actual de los ingresos de la empresa Z en los proximos 5 anos, teniendo

en cuenta los siguientes datos:

= Dicha empresa se dedica a la fabricacién de calzados, ascendiendo su produccién
en el presente ano a 200.000 pares y estimandose un incremento anual de 20.000

pares en anos sucesivos.
» Un 60 % de la produccion se destina a la exportacion.

= El precio medio por unidad se estima en 100 euros, para el mercado interior y 80

para el exterior.

» Tanto de valoracién 6 % constante anual.

Calcilense los valores final y actual de una renta pospagable trimestral de cuantia
constante 200 euros, tres anos de duracién y valorada en capitalizacion simple de
parametro i = 8 % anual. El punto p de aplicacién de la ley coincide con el final de la

renta.

Cierta persona compra un equipo DVD, pantalla y altavoces para instalar el cine
en casa, cuyo precio de contado asciende a 7.000 euros, ofreciéndole el vendedor la
modalidad de pago aplazado abonando una entrada del 20 % al contado y el resto en

24 meses, aplicando un recargo mensual del 0,8 %. Calcilense:
a) Cuantia de cada plazo.
b) Tanto de coste de la operacién, medido en capitalizacién simple y en capitalizacién

compuesta.

Calcilese el valor actual de una renta anual, prepagable, de términos (12.000, 0),
(16.000, 1), (20.000, 2) con fraccionamiento uniforme de frecuencia m = 4, si se valora

en capitalizacién compuesta a rédito anual ¢ = 0, 10.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

El senior X posee un inmueble cuyo alquiler le proporciona unos ingresos al principio
de cada mes de 3.000 euros y unos gastos al final de cada semestre de 2.000 euros.
Ademas cada 3 anos estd previsto realizar diversos arreglos con un coste estimado de
5.000 euros. Se pide determinar al valor financiero del citado inmueble, sin considerar

variacién en los ingresos y costes y tomando como rédito de valoracién el 8 % anual.

Cierta persona con derecho a percibir en los proximos cinco anos una pension anual de
50.000 euros iniciales, revalorizable anualmente en un 2 %, solicita su fraccionamiento
en pagos mensuales. Determinese la cuantia de las mensualidades que deberia recibir

sabiendo que el tanto de valoracion a utilizar es el 4 % efectivo, en los casos:

a) Mensualidades constantes dentro de cada ano, con un incremento acumulativo

anual del 2 %.

b) Mensualidades crecientes en progesion geométrica a una tasa acumulativa del

0,2 % mensual.
Nota: Se supone que todos los pagos se efectian el final del periodo correspondiente.

Cierto grupo financiero se plantea a comienzo de ano la compra de un hotel que se
espera proporcione unos ingresos netos de 60.000 euros al final de cada mes durante
los meses de temporada alta (julio, agosto y septiembre); 30.000 euros durante la
temporada media (abril, mayo y junio), cubriéndose tinicamente gastos el resto del
ano. Si se estima que en anos sucesivos estos ingresos se incrementaran a razoén de un
10 % acumulativo anual, determinese el precio maximo que estard dispuesto a pagar
el citado grupo, si pretende obtener una rentabilidad minima del 15 % sobre el capital

invertido.

Un trabajador que percibe un sueldo diario de 50 euros durante un total de 300 dias al
ano, ahora el 10 % del mismo durante 10 anos. Si dichos ahorros los ingresa diariamente
en una entidad que emplea como rédito de valoracion el 6 % anual, calctlese la cuantia

de que podria disponer al cabo de esos 10 anos.

Determinese el valor actual de los ingresos estimados por la empresa concesionaria
de una autopista en los proximos veinticinco anos, sabiendo que espera dar servicio a
un promedio de 1.000 vehiculos diarios, siendo el peaje 10 euros por vehiculo para el
primer ano, incrementédndose en un 3 % acumulativo anual en anos sucesivos. Rédito

de valoracién anual i = 0,08 %.

La Sociedad Anénima X estudia un proyecto de inversién consistente en el montaje
de un determinado servicio, cuyas instalaciones significan un gasto inicial de un millon
de euros y unos gastos periédicos de cuantia 100.000 euros durante los tres primeros

anos, decreciendo después a razén de un 8 % anual sobre esta cantidad. Los ingresos
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se estiman en el 70 % de los gastos anuales durante los tres primeros anos creciendo
un 10 % acumulativo a partir del tercero. Suponiendo que la explotacién del servicio
se realice durante 15 anos al cabo de los cuales se traspasa a un tercero por 7.050.000

euros, calcular el tanto de rendimiento del proyecto.

29. Un estudiante prevé que va a tener los siguientes gastos durante los cinco anos de

carrera:

s Gastos de matricula 760 euros los dos primeros anos, subiendo a 860 euros los
tres siguientes. Estas cantidades se pagan el 50 % el 1 de octubre de cada ano y

el resto el 1 de enero del ano siguiente.

» Gastos de material 150 euros al comiendo de cada uno de los dos semestres del

curso, 1 de octubre y 15 de febrero.

= Gastos de manutencién y alojamiento 450 euros mensuales a pagar al final de
cada mes durante los nueve meses de curso (de octubre a junio) durante el primer

ano, incrementéandose a razén de un 5% acumulativo anual en anos sucesivos.

Determinese la cantidad que tendra que depositar en estos momentos, al inicio de la
carrera, en una entidad financiera que capitaliza al 3 % anual, para poder hacer frente

a estos pagos.



Capitulo 5

Operaciones financieras

5.1. Concepto y elementos

Se denomina operacion financiera a todo intercambio no simultaneo de capitales financie-
ros. Este intercambio se presenta, en la practica, entre dos personas naturales o juridicas. La
persona que entrega el primer capital inicia la operacion como acreedor y a su compromiso
total se le denomina prestacion. La persona que recibe ese primer capital tiene la condicién
de deudor inicial y a su compromiso se le denomina contraprestacién. Para que sea po-
sible este intercambio, debe existir mutuo acuerdo entre los agentes econémicos implicados,
lo cual supone un equilibrio entre las valoraciones que de cada conjunto de capitales realice
cada uno de los agentes.

Por tanto, los elementos que la definen son:

= Los capitales financieros que se intercambian, que se denominan prestacién y contra-

prestacion.

= Las partes que intervienen en la operacion: prestamista que es el que entrega el primer

capital y prestatario que es el que recibe ese primer capital.

= El criterio financiero de valoracién. De acuerdo con el cual se establece el equilibrio

entre los compromisos de ambas partes.

Como principio béasico imprescindible para expresar matematicamente el citado equilibrio
se establece el siguiente postulado denominado de equivalencia financiera: Toda operacion
financiera tmplica la existencia de una equivalencia financiera de las sumas de capitales
respectivas de la prestacion y contraprestacion en base a una ley financiera establecida.

Cuando la ley financiera es conocida, la operacion se denomina perfecta. En caso con-
trario la operacion se denomina imperfecta. A este tipo de operaciones pueden asimilarse
las llamadas operaciones de inversion.

Se considera el vencimiento del primer capital (que pertenece a las prestacién) como el

origen de la operacién, el vencimiento del ltimo (puede pertenecer a la prestacién o a la

53
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contraprestacién) como final de la operacién y la duracién de la misma al tiempo que media

entre ambos.

5.2. Clasificacion

Las operaciones financieras pueden clasificarse atendiendo a distintos criterios:

1. Por la naturaleza de los capitales que integran la operacién:

= (Ciertas, en las que todos los capitales que intervienen son ciertos, tanto en cuantia

como en vencimiento.

= Aleatorias, si al menos algin capital es de esta naturaleza en cuantia o vencimien-

to.
2. Por la forma de su definicion:

» Pre-determinadas, cuando desde el inicio se conocen todos los elementos que in-

tervienen en la operacion.

» Post-determinadas, cuando algin elemento sélo es posible conocerlo al final de la

misma.
3. Por el grado de liquidez interna:

= Si se establecen en el contrato las condiciones para cancelar la opracién en cual-

quier momento o requiere el acuerdo de las partes.

No confundir con la liquidez externa, que puede obtenerse al transferir la operacién a

terceras personas que se subrogan en los derechos u obligaciones del cedente.
4. Por la duracion:
= A corto y a largo plazo (el limite suele ser un ano).
5. Por la distribucién de los compromisos adquiridos:

= Simples, cuando prestacién y contraprestacion estan formadas por un solo capital.

= Compuestas, cuando estan formadas por varios capitales.
6. Por el criterio de valoraciéon que las sustenta:

= Capitalizacién
s Descuento

= Mixta, cuando intervienen ambos tipos de leyes financieras.
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7. Por el nimero de leyes financieras que intervienen en la operacién:

= Homogéneas, cuando los compromisos se valoran con una tnica ley.

= Heterogéneas, cuando se valoran con distintas leyes.
8. Por el sentido crediticio de la operacion:

» Crédito unilateral, cuando la parte que inicia la operacién como acreedora (deu-

dora) conserva su posicién hasta el final de la misma.

» Crédito reciproco, cuando no se cumple la condicién anterior.
9. Por incluir o no caracteristicas comerciales:

= Puras, cuando los capitales entregados por el prestamista los recibe integramente

el prestatario y viceversa.

= Con caracteristicas comerciales, cuando existen otros capitales que las partes pa-

gan o cobran.

5.3. Equivalencia financiera

En toda operacién ha de verificarse el postulado de equivalencia financiera enunciado
anteriormente.

Sea una operacion financiera cierta, compuesta y homogénea de acuerdo con la ley finan-
ciera F(t;p) y de:

» Prestacion: (Ch,t1), (Ca, t2), ..., (Cp,tim)

» Contraprestacion: (C7,t)), (C5,t5),...,(C! )

n’n

siendo t; el origen y ¢ el final de la operacidn, el postulado de equivalencia permite

escribir (Cy, t;) ~ (C},t)) parai =1,2,... . my j=1,2,...,n

= En p:

V:zm:C’iF(ti;p ZC" tip) =V
i=1

= En un punto cualquiera 7 tal que 7 € [ty,t)]:

R Fz,p ,
S—ZCZF Z jFTp =9

donde (S,7) y (5, 7) representan la suma financiera de la prestaciéon y de la contra-

prestacion en dicho punto respectivamente.
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5.4. Reserva matematica o saldo financiero

Si en una operacion financiera se produce una cancelacion antes de su final, es evidente
que una o las dos partes no habran hecho frente a sus obligaciones de forma completa, con

lo cual se habré roto el equilibrio financiero.

Definicién 5.1 La reserva matemdtica o saldo financiero de la operacion es el capi-
tal financiero que en cada momento recoge la cuantificacion de la diferencia entre el valor
financiero de los capitales entregados por una y otra parte.

Supuesto que 7 es un punto intermedio de la operacién que divide a ésta en dos partes
[t1,t,] = [t1, 7] U (7,t),] sin elementos comunes (7 esta incluido en el primer sub-intervalo),
los compromisos anteriores a 7 y los compromisos posteriores a 7, (S,7) vy (S, 7), pueden
descomponerse de la siguiente forma: S = Sy + S, = S} + 55 = ', de donde se obtiene la
cuantia de la reserva matematica por la derecha:

Rf =8, -85 =25,—29,

La reserva matemética o saldo financiero R es, por tanto, el capital financiero que en
cada momento recoge la diferencia entre el valor financiero de los capitales entregados por
ambas partes (57 — S7) y también de los que faltan por entregar (S, — Ss), todos ellos
valorados en 7.

En definitiva, es el capital que tendria que entregar la parte deudora en ese momento
para cancelar o saldar la operacion, es decir, para restablecer el equilibrio financiero. El valor
absoluto de la reserva indica la cuantia necesaria para conseguirlo y el signo de la misma a
cual de las dos partes corresponde entregarla.

El signo positivo del saldo R indica que la prestacién entregada ha sido mayor que la
contraprestaciéon recibida. Un signo negativo de este saldo indica, por razonamiento analogo,
que éste seria a favor de la contraprestacion.

La reserva matematica puede calcularse por tres métodos:

= Método retrospectivo, en funcién de la parte de operacion realizada con anterioridad

al punto de célculo: Rf = 51 — 5.

= Método prospectivo, en funcién de los compromisos futuros, es decir, posteriores a
: Pt —
dicho punto: RI = S} — Ss.

= Método recurrente, en funcion de la reserva obtenida en un momento anterior y en la

parte de operaciéon comprendida entre ambos.

Si la particion del intervalo se realiza dejando el punto 7 en el segundo sub-intervalo tal
que [t1,t)] = [t1,7) U [T, 1)) la reserva se obtiene a la izquierda de dicho punto, y se denota

por R_. La distinciéon entre derecha e izquierda so6lo es necesaria cuando haya capitales que
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tengan su vencimiento en el punto de célculo 7, siendo la diferencia entre ambos precisamente
la cuantia del capital con vencimiento en 7.

R = R — C, si C, pertenece a la prestaciéon

R; = RI + C. si C. pertenece a la contraprestacién

5.5. Valor financiero de una operacion

Cuando se pacta una operacion financiera, la ley establece la equivalencia financiera viene
a reflejar el nivel de tipos de interés vigente en el mercado financiero en ese momento.

Con el paso del tiempo mientras la operacién continua en vigor, los tipos de interés
pueden evolucionar a la alza o a la baja. Situados en un punto intermedio de la operacién,
la reserva matemaética o saldo financiero restablece el equilibrio financiero de acuerdo con la
ley inicialmente pactada, pero puede que no se ajuste a las nuevas condiciones del mercado.
En este caso conviene valorar la parte de operacion pendiente de realizar con las condiciones
actuales del mercado y esta valoracién se denomina valor financiero de la operacion.
Sera un capital cuya cuantia se calcula de forma similar por el método prospectivo pero con

la nueva ley externa o de mercado.

5.6. Caracteristicas comerciales en las operaciones fi-

nancieras

Una vez definida la operacion financiera como el intercambio de los capitales de la presta-
cién y de la contraprestacion, y planteada la ecuacion de equivalencia financiera de acuerdo
con la ley pactada, en la practica es habitual que las operaciones incorporen unas condiciones
complementarias denominadas caracteristicas comerciales, que modifican el valor de la
prestacién o de la contraprestacién. Al incorporar dichas caracteristicas, deja de cumplirse
la equivalencia financiera segun la ley inicialmente pactada.

Las caracteristicas comerciales se clasifican en bilaterales y unilaterales y se traducen en
entradas o salidas de capitales adicionales y en modificaciones de las cuantias y/o vencimien-
tos de los capitales de la prestacién y/o contraprestacién. Pueden afectar no sélo a las partes

contratantes, sino también a terceros.

5.7. Rédito medio. Tanto efectivo medio

Para el prestamista o sujeto activo de una operacion financiera, realizar ésta supone

una inversion de capital, mientras que para el prestatario o sujeto pasivo es una forma de
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financiacién. Ambas partes pueden plantearse elegir entre distintas alternativas. Por ello en
igualdad de otras condiciones la decisién de invertir se basard en la obtencién del méximo
rendimiento y la de financiarse en conseguirlo al minimo coste.

Como medida de coste o rendimiento suele utilizarse el rédito anual o tanto efectivo de
la ley de capitalizaciéon compuesta segun la cual se verifica la equivalencia financiera entre
prestacion y contraprestacion.

Si la ley que define la operacion es capitalizaciéon compuesta y no existen caracteristicas
adicionales que modifiquen los compromisos iniciales, el rédito anual de la ley proporciona
la informacion de coste o rendimiento.

Sin embargo, si la ley pactada es distinta e incluso establecen al margen de la ley con-
diciones complementarias que modifican los compromisos, ha de calcularse el valor de un
nuevo parametro.

Supuesta una operacién pura de n periodos de duracién y concertada de acuerdo con los
réditos ¢,,Vr = 1,2,...,n, se denomina rédito medio de la misma, al rédito constante i,,
que aplicado a todos los periodos en sustitucién de los variables, hace que siga verificindose
la equivalencia financiera. Al ser todos los periodos de la misma amplitud, 4,, responde al
rédito de capitalizacion compuesta para periodos de dicha amplitud y de acuerdo con ¢l se
puede obtener el rédito medio anual o tanto efectivo medio.

Si la amplitud de los periodos no es uniforme, puede obtenerse directamente el tanto
efectivo que se define como el rédito anual de la capitalizacion compuesta que hace que se

cumpla la equivalencia financiera de la operacién.

5.8. Tanto anual equivalente (T.A.E.)

La Circular 8/1990 de 7 de septiembre del Banco de Espana, sobre Transferencia de las
operaciones y proteccién de la clientela, dirigida fundamentalmente a las entidades de crédito,
establece las normas para determinar el T.A.E. constituyendo el parametro indicativo del
coste o rendimiento de las operaciones financieras.

Segun la Circular los tipos de interés, costes o rendimientos efectivos de las operaciones
financieras, se expresardan en tasas porcentuales pagaderas a término vencido equivalentes,
es decir, mediante el tanto anual de capitalizacién compuesta.

El T.A.E. (tanto o tasa anual equivalente) se obtiene igualando en cualquier fecha el
valor actual de los efectivos recibidos y entregados a lo largo de la operacion por todos los
conceptos incluido el saldo remanente a su término con las excepciones e indicaciones que
se recogen en los siguientes apartados.

La expresién general para la obtencion del T.A.E. es:

Z Dn(l + Z'k>7t" = i Rm(l + Z'k)itm
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siendo:
= D = disposiciones.

R = reembolsos.

= 1 = nimero de entregas.
= m = nimero de reembolsos.
= t, = tiempo transcurrido desde la fecha de referencia hasta la de disposicién n.

= {,, = tiempo transcurrido desde la fecha de referencia hasta la de reembolso m.

i = tanto por uno efectivo referido al periodo de tiempo elegido para expresar los

vencimientos en nimeros enteros.

de donde se obtiene la tasa anual equivalente i (T.A.E.):
i= (144" -1

siendo k el nimero de veces que el ano contiene al periodo elegido.

El T.A.E. coincide, en principio, con el tanto efectivo de la operacion, en cuanto que se
utiliza capitalizacién compuesta. Pero al tener en cuenta las excepciones e indicaciones que
recoge la Circular para cada tipo de operaciones, puede precisarse que el T.A.E. representa
més el tanto efectivo para la entidad financiera (rendimiento con algunas precisiones) pero
no mide el tanto de coste para el cliente de dicha entidad, lo que puede inducir a erréneas

interpretaciones.
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 5

. Sea una operacién financiera compuesta definida por:

Prestacion: (2C,ty + 1), (2C,to+4) y (5C,to + 6).
Contraprestacion: (3C,to + 2), (4C,to+5) v (X, to + 9).
Valorada de acuerdo con la ley financiera de capitalizacién L(t;p) = 1+ 0,10(p — t)
con p = tg + 10. Determinese:
a) La cuantia X.

b) La reserva matematica a la derecha y a la izquierda del punto 7 =t + 4 por los

métodos retrospectivo y prospectivo.

c) Lareserva en 7" =ty + 8 por el método recurrente a partir del saldo calculado en
T = t() + 4.

. Cierta persona se compromete a depositar anualmente en una entidad financiera la

cantidad de 2.500 euros durante cinco anos, efectuando la primera imposicion el 1-11-
2005, a cambio de que la entidad le facilite el capital equivalente a las 5 imposiciones
una vez efectuadas un minimo de tres. Si la operacién se concerté de acuerdo con
la ley financiera de valoracién A(t;p) = (1 — 0,1)""? con p situado en el 1-11-2005.
Determinese la cuantia que percibira la citada persona si solicita el capital con fecha
1-5-2008.

Como consecuencia de este resultado, calcilese la reserva matematica en cada uno
de los puntos de vencimiento, representando graficamente su evolucién y clasificar la

operacion.

. Una persona entrega 500 euros al principio de cada uno de los trimestres del afio 2005

y retira 750 euros al final de cada semestre del mismo ano. Si la ley financiera de
valoracién para las imposiciones es L(t;p) = 1+0,10(p—t) y L'(t;p) = 140,12(p—1t)
para los reintegros, con p = 31 de diciembre en ambos casos, y p y t expresados en

anos. Determinese el saldo de la operacion.

. El Sr. Garcia viene prestando a su amigo, el Sr. Pérez, determinadas cuantias en las

fechas:

10.000 euros en 30-11-02

15.000 euros en 30-11-03

20.000 euros en 30-05-04

El Sr. Pérez se compromete a devolverlas abonando:

8.000 euros el 30-05-03
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12.000 euros el 30-09-04
y la cuantia necesaria el 30-05-05 para que ambos conjuntos de capitales sean equiva-
lentes a rédito constante anual del 3 %. Determinese:

a) Cuantia del capital con vencimiento 30-05-05.

b) Reserva matematica o saldo financiero el 30-05-04.

¢) Siel Sr. Pérez decide cancelar la operacién el 30-12-04, determinar la cuantia que
deberia entregar al Sr. Garcia en funcion del saldo calculado en el apartado ante-
rior y teniendo en cuenta que ha de abonar unos gastos por cancelacién anticipada

del 0,5 % sobre la reserva en ese momento.
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Capitulo 6

Operaciones financieras simples

6.1. Concepto. Equivalencia Financiera. Reserva ma-

tematica

Se define como toda operacion en la que la prestacion y la contraprestacion estan formadas

por un solo capital.

Las leyes financieras mas utilizadas en la practica para establecer la equivalencia finan-
ciera entre ambos capitales son: descuento simple comercial, capitalizacion simple y capitali-
zacion compuesta, dando origen a distintos tipos de operaciones en el mercado, por ejemplo,
descuento comercial, préstamo simple, depésitos y activos financieros (como Letras del Te-

soro, pagarés, etc.)

Sea una operacion financiera de prestacién (Cy,tg) y contraprestacion (Cy,t,) y F(t;p)

la ley financiera de valoraciéon a través de la cual se establece la equivalencia financiera:

CoF(to;p) = CoF (tn; p)

obteniéndose:

Etnip) ¢ _ o Fltoip)

F(to; p) F(tn;p)

La cuantia de la reserva matematica en un punto intermedio ty < 7 < t,, vendra dada

Co=0Cy

por:

F(to;p) F(tnap)
RT = C - Cn
“F(r;p) F(r;p)

en funcion del capital inicial (método retrospectivo) o del capital final (método prospectivo).

A continuacién se analizan méas detalladamente el descuento comercial y otros tipos de

operaciones como préstamo simple, Letras del Tesoro, etc.

63
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6.2. Descuento bancario

Se entiende por descuento bancario al hecho de abonar al cliente en dinero el importe de
un titulo de crédito no vencido (efecto comercial, letra de cambio, etc.) descontado el tiempo
que media hasta su vencimiento de acuerdo con la ley de descuento simple comercial.

Las dos modalidades mas frecuentes son: el descuento comercial y el descuento financiero.

El descuento comercial proporciona liquidez al descontar efectos comerciales proceden-
tes de transacciones u operaciones comerciales con pago aplazado. El descuento financiero
representa una modalidad para instrumentar un préstamo bancario.

Los elementos de la operacién son:

= El primer capital, que recibe el nombre de efectivo y tiene su vencimiento en la fecha

que se realiza el descuento.

= El segundo capital, denominado nominal del titulo con vencimiento en la fecha especi-

ficada en el documento.

Ambos son equivalentes segun la ley financiera de descuento simple comercial y la dife-

rencia entre nominal y efectivo se la conoce como descuento practicado.

Alt;p) =1—d(t—p) t>p

E=N[1-d(t—p)]=N-D
donde:
s F = efectivo.
= N = nominal.

= D = descuento practicado.

t = fecha de vencimiento del nominal.

p = fecha de vencimiento del efectivo que coincide con el punto p de aplicacién de la

ley de descuento.

Si d viene expresado en anos como es habitual y la diferencia (t — p) = n en dias, la

equivalencia puede escribirse:

E:N@—wﬁ):N—le:N—D
360 360

Para obtener el coste o rendimiento de la operacién es preciso establecer la equivalencia
financiera segun la ley de capitalizacion, es decir, obtener el pardametro ¢ que representa el

tanto de capitalizacion equivalente al tanto de descuento d aplicado.
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Si se utiliza capitalizacion simple L(t;p) = 1 +i(p —t) con p > t:

n
E (1 + 2—) =N
360
la relacién entre d e ¢ viene dada a través de:
d i
1=-——— obien d=——
1 —dzg5 1+ 1555
siendo 7 el tanto anual equivalente al tanto de descuento aplicado. Nétese que ¢ > d.

Si se utiliza capitalizacién compuesta L(t;p) = (1 4+ 4)P~" con p > ¢

360

n N n
E(1+i)%0 = N de donde i = (E) -1

siendo 7 el tanto efectivo.

6.2.1. Caracteristicas comerciales y tantos efectivos
Las caracteristicas comerciales mas comunes para este tipo de operaciones son:

= Comisién por negociacion que percibe la entidad financiera y abona el cliente. Suele
ser un porcentaje del nominal del efecto, independientemente de la duracion de la
operacién (generalmente se establece un minimo en términos absolutos). Su importe

depende de que los efectos estén o no domiciliados y/o aceptados.

= El Timbre que representa el Impuesto sobre Actos Juridicos Documentados y repercute
en el cliente. Se establece en unidades monetarias a través de una escala segiin cuantia

de nominal y vencimiento.
= Otros gastos, por ejemplo correo, fax, corretaje, etc.

= Retenciones. A veces la entidad financiera exige al cliente que un porcentaje del nominal

del efecto sea mantenido como saldo en una cuenta de depdsito.

El coste para el cliente o la rentabilidad para la entidad financiera dependera de qué
tipo de caracteristicas comerciales le sean repercutibles. Por ejemplo, el coste para el cliente
en una operacion de descuento con las siguientes caracteristicas: comision de negociacion g

expresada en tanto por uno, timbre 7', sera:

E’:E—gN—T:N(l—d%>—gN—T

Si también existe retencién r expresada en tanto por uno sobre el nominal, el efectivo

resultante sera:

E'=FE—gN—-T—-rN
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El coste medido en capitalizacion simple se obtendra, en el primer caso:

N
E'(l—ki&):]\f de donde i = (——1)@

360 £ n

Si hay retencion, logicamente se recuperard al final de la operacién incrementada con sus
intereses, por lo que habra que tenerlo en cuenta minorando la cuantia que se ha de devolver
en ese momento.

Supuesto que el importe de la retencion se remunere al 7, anual expresado en tanto por
uno, se establece la equivalencia financiera obteniéndose " que representa el coste medido

igualmente a través de la ley de capitalizacion simple:

B (1+ z’”%) =N =[N (14 z%)}

No obstante, el coste o rendimiento pueden venir expresados a través de los tantos efec-
tivos obtenidos con la ley de capitalizacion compuesta.

El Banco de Espana establece ademés una normativa de obtencion de tantos efectivos
(Circular 8/90) para distintas operaciones financieras, cuya metodologia implica precisamen-
te la utilizacién de esta ley financiera, obteniéndose de acuerdo con ella, los denominados
tantos anuales equivalentes (T.A.E.) que se corresponde con el tanto de interés efectivo anual.
Dicha T.A.E. sirve de indicador de precios tanto para las entidades financieras, como para
los clientes y constituye una expresion homogénea y comparable con otros tipos de interés
del mercado.

Asi, para determinar los tantos efectivos de acuerdo con la capitalizacion compuesta, al
igual que en la capitalizacion simple, se deben tener en cuenta las caracteristicas comerciales
que afectan a cada una de las partes.

Tanto efectivo de coste para el cliente (i,):
E—gN—T=N(1+i,) 35

o bien si hay retencion:

E—gN—T—rN= [N—rN (1+@'Tﬁ>} (141,) "%
360
En capitalizacion compuesta se suelen usar 365 dias, mientras que en capitalizacién simple
360. No obstante depende del tipo de operacién y del mercado en que se realiza.
El célculo del T.A.E. exige aplicar la normativa especifica que para este tipo de opera-
ciones establece la Circular mencionada. En el descuento de papel comercial el coste efectivo

se cumplimentara por cada factura liquidada como sigue:

= Solo se integrara en el coste el importe de las comisiones que por cada efecto exceda de

los minimos tarifados por cada entidad. Esta circunstancia debe quedar expresamente
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senalada en la liquidacion.

= Los efectos a menos de 15 dias no se entenderan descontados a estos fines, consi-
derandose todos sus costes como inherentes al servicio de cobramnza. Seran liquidados

separadamente.

La férmula para calcular el T.A.E. se indica en el anexo V de la Circular. Aplicando la

misma operacion de descuento anterior, se obtendra el tanto anual equivalente:
E—-G =N(1+T.AE.) 3

donde G’ = gN — comisién minima.
Es decir, que el coste para el cliente que representa el T.A.E. no tiene en cuenta algu-
nos de los gastos que necesariamente ha de soportar. Mas bien el T.A.E. representa una

aproximacién al rendimiento que obtendria la entidad financiera.

6.2.2. Descuento de una remesa de efectos

Es frecuente que el cliente presente para descontar en la entidad financiera un conjunto de
efectos de distintos nominales y vencimientos que se denomina remesa de efectos. La entidad

financiera puede aplicar igual tipo de descuento, en cuyo caso, el efectivo obtenido seréa:

n np
E=E +B+...4+E, =Y N, (1—d—>
1+ £o+ + Z h 360
h=1
siendo:
= N;, = nominal del efecto h.
= 7 = vencimiento del efecto h.
Puede simplificarse esta expresion utilizando el vencimiento medio, es decir:

(vanl)a (N27n2>7 R (Nnann)

pueden ser sustituidos por:

por tanto:
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Incluyendo las caracteristicas comerciales, comision de negociacion y timbre, el efectivo
neto sera:

E'=E-G-T

siendo G =Y gN, y T = > Ty.

Cuando todos los efectos tienen el mismo nominal y vencimientos sucesivos, se les deno-
mina letras persiana. Suelen proceder de ventas a plazos.

Por otra parte, la entidad financiera puede aplicar un tanto de descuento tinico que incluye
la comisién de negociacion y otros gastos con independencia de los plazos de vencimiento,

etc. Esta modalidad se conoce como descuento a forfait.

El coste para el cliente

Si se calcula en capitalizacion simple utilizando el vencimiento medio 7:

-
E (1 + z—) =N
360
En capitalizacion compuesta no puede utilizarse el vencimiento medio y exige la equiva-
lencia financiera entre las cuantias realmente intercambiadas por las partes.
Si se utilizan los criterios de la Circular del Banco de Espana, el calculo del T.A.E. exige
que la comisiéon sélo se compute por el exceso sobre el minimo tarifado, no se tiene en cuenta

el timbre ni tampoco la retencion si la hubiere ni los efectos a menos de 15 dias:
E—G =N(1+T.AE) 5 + ...+ N,(1+T.AE.) 5

Letras de resaca

Se generan a través de efectos impagados o devueltos, que vuelven a girarse teniendo en
cuenta no soélo el nominal del primero sino también los costes que ocasiona.
Los costes mas destacables son: gastos de devolucién, comision por devolucion, intereses

de demora, ademés del timbre de la nueva letra y otros gastos diversos.

6.2.3. Crédito comercial

Es una forma de ofrecer a los consumidores la posibilidad de pagar el precio de la compra
en un momento posterior. El precio que figura en la mercancia es el que el comprador debera
pagar en uno o varios plazos. Dicho precio incluye el coste de aplazamiento. Por ello, es
frecuente, o bien ofrecer un descuento por pagar al contado, o bien aumentar un porcentaje
del precio establecido si se alarga la fecha de pago.

Es una variante del descuento comercial y por tanto exige una relacion entre el tanto de

descuento (descuento comercial) y el de descuento de pronto pago. Llamando:
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= P, = precio del producto aplazado hasta el momento n.
= [y = precio al contado.

= r = descuento por pronto pago.

d = tanto de descuento simple comercial resultante.

= n = plazo expresado en dias.

360
= —7

PO:Pn(l—r):Pn<1—dﬂ>—>d -

360

6.3. Otras operaciones simples: activos financieros a

corto plazo

Las Letras del Tesoro y los pagarés de empresa son los activos financieros a corto plazo
mas representativos. Ambos presentan el mismo planteamiento financiero: se trata de una
operacién simple en la que la prestacién es el capital que se entrega en el inicio (emisién
del activo) y que se corresponde con el precio o efectivo abonado por el suscriptor y la
contraprestacion es el capital devuelto al vencimiento por el emisor denominado nominal.

Las letras del Tesoro son titulos de Deuda Publica emitidos a plazos no superiores a
18 meses. Se emiten al descuento generalmente a través de subastas competitivas donde se
oferta precio y volumen deseado.

Los pagarés de empresa son titulos negociables, al portador, emitidos por las empresas
(el tratamiento financiero es similar al de las Letras del Tesoro). El procedimiento habitual
para la emisién de los mismos es también por subasta y dentro de un programa de emisiones.

La ley financiera generalmente utilizada es la capitalizacién simple (aunque para opera-
ciones a mas de 376 dias el Banco de Espana utiliza capitalizacion compuesta en el calculo
de rentabilidades a vencimiento).

Para n < 376 dias la relacion entre el precio de emision P y nominal o valor de amorti-

zaciéon N, viene dada por:

—1
P<1+z’i> — N de donde P:N<1+ii>
360 360

siendo 7 el tanto de interés que representa la rentabilidad del activo a vencimiento en la fecha
de emision.

Para n > 376 la relacién seré:

P(1+i)35 = N de donde P = N(1+14) 30
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 6

. Sea una operacion financiera de prestacion 500.000 euros en el momento actual y con-

traprestacién la cuantia equivalente, C', dentro de un ano, segin la ley de capitalizacion
simple L(t;p) =1+ 0,09(p — t) con p al final de la operacién. Determinese:
a) La cuantia de la contraprestacién.

b) La reserva matemadtica transcurridos 8 meses de la operacién por los métodos

prospectivo y retrospectivo.

. Un establecimiento comercial concede crédito a sus clientes incrementando el precio

de contado con los intereses (pospagables o acumulados) calculados en capitalizacién
simple al 1,5 % mensual con punto de aplicacién al final de la operacién, y formalizado
en letra de cambio. Si el precio de un video es de 2.000 euros y el comprador quiere

aplazar el pago 90 dias, determinese la cuantia de la letra a firmar.

Transcurridos 15 dias el vendedor procede a descontar la letra en una entidad bancaria
que opera en descuento comercial de parametro d = 0,19 anual y punto de aplicacion
el momento del descuento. Determinese el valor descontado de la letra. Supuesto que el
comprador desee cancelar la deuda a los 15 dias de la compra por la reserva matematica

en ese momento, estudiese si le interesa al vendedor.

. Una entidad financiera desea obtener la misma rentabilidad (medida en tanto de interés

simple) del 12 % anual en las operaciones de descuento comercial, con independencia
del vencimiento de las mismas. Determinese qué tanto de descuento anual tendria que

aplicar para conseguirla si los plazos fueron 30, 60, 90, 180 y 360 dias.

. La empresa X presenta al descuento 2 efectos comerciales de nominales 1.000 euros y

6.000 euros y vencimientos a 30 y 180 dias respectivamente.

La entidad bancaria le aplicard un tanto de descuento anual del 11 % para cualquier
plazo. Comisién de cobranza del 0,4 % sobre nominal (minimo 5 euros) y retencién
del 10 % del nominal de cada efecto, la cual se devolverd al vencimiento de los mismos
capitalizado a tanto de interés simple anual del 3 %. El importe de los efectos (timbre)

asciende a 4 euros y 17 euros respectivamente. Determinese:

a) Efectivo obtenido por la empresa al descontar cada uno de los efectos.
b) Coste a que le resulta cada efecto (medido en capitalizacién simple.

c) EI T.A.E. resultante para cada efecto segin la normativa del Banco de Espana.

. Un establecimiento comercial acude a una entidad bancaria para descontar 3 efectos

comerciales a 30, 90 y 180 dias y con nominales 1.000, 3.000 y 6.000 euros respectiva-

mente.



0.5.

Otras operaciones simples: activos financieros a corto plazo 71

Las condiciones que ofrece el banco son: tanto de descuento anual del 9%, 10 % y 12 %
segtin plazos. Comisién del 4%.. No obstante el banco le ofrece también la modalidad de
descuento a forfait aplicando un tinico tanto anual del 12 %. Determinese qué modalidad

le interesa mas al citado establecimiento.

. Un concesionario de automoviles acude a una entidad bancaria el 15 de febrero a

descontar 10 letras de cambio procedentes de una venta a plazos de nominal 800 euros

cada una y vencimientos sucesivos los dias 15 de cada mes de marzo a diciembre.
Calctilese el efectivo que se obtendra si la entidad aplica un tipo de descuento del 12 %

anual y una comisién del 0,4 % sobre el nominal.

Cierta persona solicita un préstamo a una entidad financiera instrumentandose en una
letra de cambio de nominal 10.000 euros y vencimiento dentro de cuatro meses. Si
el tanto de descuento anual aplicado es el 10 %, la comisién bancaria el 5%¢ sobre el

nominal y el timbre de la letra 34 euros. Determinese:

a) Efectivo por razén de descuento y cuantia neta del préstamo.

b) Coste para el prestatario y rendimiento para la entidad financiera medido por el

tanto de interés simple.

c¢) Igual pero utilizando capitalizacién compuesta.

8. Un fabricante vende sus productos con crédito comercial a 90 dias. Dado que necesita

liquidez ofrece un descuento de pronto pago a sus clientes del 5%. Determinese:

a) A qué tanto de descuento comercial equivale el descuento que ofrece.

b) Sien vez de ser a 90 dias fuese a plazo de 60 dias, qué descuento por pronto pago

deberia ofrecer el fabricante para que resulte el mismo tanto de descuento anual.

c) A qué tanto de interés simple equivale el descuento por pronto pago en los casos
a)yb).

. La empresa X efectué una venta instrumentandose el pago en una letra de cambio de

nominal 10.000 euros y vencimiento a 90 dias, que procedié a descontar en su banco
aplicdndole un tanto de descuento del 10 % anual y comisién de cobranza del 0,6 % con

minimo de 6 euros. Llegado el vencimiento de la letra resulta impagada. Determinese:

a) Efectivo obtenido por la empresa al presentarla al descuento.

b) Cuantia total que el banco cargard en la cuenta del cliente (empresa X) si aplica

una comisién del 2% y los gastos de protesto ascienden a 15 euros.

¢) Nominal de la letra de resaca que se girara 30 dias después del vencimiento de la
primera a 60 dias de plazo con las mismas condiciones que la primera letra y con

cargo de intereses de demora del 8 % anual por los 30 dias, tiembre 34 euros.
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10. RENFE emite pagarés de empresa a 6 meses con nominal 10.000 euros y rentabilidad

en la emisién del 5,25 % anual.

Un inversor adquiere pagarés y desea mantenerlos en su poder el tiempo necesario para
obtener 9.850 euros por la venta de cada uno y garantizarse una rentabilidad minima

del 6,25 % anual. Determinese el plazo maximo de tenencia de los pagarés.
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Operaciones de constitucion de capital

7.1. Concepto. Equivalencia financiera y reserva ma-

tematica

Se denomina asi a toda operacién compuesta de prestacion multiple y contraprestacion
unica, donde la finalidad de la prestacion es formar o constituir un capital, el de la contra-
prestacién, cuyo vencimiento ha de ser igual o posterior al tltimo de la prestacion.

Sea una operacion definida por los conjuntos de capitales siguientes:

» Prestacion: {(a, o), (az,t1),. .., (Gp,tn_1)}

» Contraprestacién: {(Chp,t,)}

con ty origen de la operacion y t,, final de la misma.

Los capitales de la prestacion reciben el nombre de términos constitutivos y el vencimiento
estd situado en el extremo inferior de cada uno de los periodos, por tanto pueden considerarse
imposiciones prepagables (de manera similar se puede realizar el estudio de la operacién si
las imposiciones se consideran pospagables).

El esquema de esta operacion esta representado en la Figura 7.1.

ay as as ag Asi1 [ C,

to t 2] ts1 ts tn-1 tn
Figura 7.1: Operacion de constitucion.

Planteada la equivalencia financiera segin la ley financiera de capitalizacién, se tiene:

» En t,:

Cn - Z a'ru(tr—la trap)
r=1

= En toi
C 'U/ t[), n,p Zar tO) r— 11p)

73
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Si se conocen los réditos de capitalizacion para cada periodo i1, 1s,...,1, la equivalencia

financiera viene formulada de la siguiente forma:

= Ent,:
Co=Y w10+
r h=r
s En {y:
n n r—1
C”H L+ip)  =ay + ar | 1 (1 +ip)
h=1 r=2  h=1

y en el caso particular de que los réditos sean constantes:

s Ent,:
C, = Zarl—i—z” (r=1)

s En
Cn(1414)” Zarl—m (r=1)

r=1

La reserva matematica en un punto intermedio 7 tiene el significado de capital constituido

hasta ese momento. Calculada por el método retrospectivo es:

s
CT = Zaru(tr—hT;p) con ty_1 <7<t
r=1

Si 7 coincide con el vencimiento de algin término constitutivo (por ejemplo, 7 = t4) hay

que distinguir entre el valor de la reserva a la derecha o a la izquierda, dando lugar a:
» C: capital constituido incluyendo el término (as;1, ts).
» (C: capital constituido instantes antes del vencimiento del mismo.

Dado el caracter prepagable de las imposiciones, lo habitual es calcular el saldo por la
izquierda, aunque no hay inconveniente para calcularlo por la derecha. La diferencia entre

ambos valores es, por tanto, la cuantia del término constitutivo con vencimiento en t,:
+ . J—
Cs - Cs + st
El capital constituido por la izquierda sera:

= Método retrospectivo:
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= Método prospectivo:

n

n r—1
Cr=Co [T A+in)™ =D a J] Q+in)™" +am

h=s+1 r=s+2 h=s+1

y si los réditos son constantes:

n

Cr =Y a1+ V=01 +i) 0 = 3 g (1)
r=1

r=s+1

s Método recurrente:
Cy = (Ol +as)(1 +1is)

Ecuacion que recoge la evolucion de la operacion y se denomina ecuacion dinamica
de la constitucion. Operando se llega a:

C;,—C,1=as+ (C{+as)is=as+ I

s

donde Ay = C; — C,_, se denomina cuota de constitucién y expresa el incremento
del capital constituido en el periodo [ts_1,s). La cantidad I, = (C,_; +as)is es la cuota
de interés y expresa los intereses generados por el capital (C;_; + as) en el intervalo
[ts—1,ts).

Es decir, que la cuota de constitucién o incremento del capital constituido a cada pe-
riodo A; se compone de dos sumandos: la cuantia del término constitutivo a, asociado

a dicho periodo, y la cuantia de los intereses que se generan en el mismo ;.

De la definicién de cuota de constitucion se deducen las relaciones siguientes:

C; =C_,+A; ; C'S_:zs:A;L ; anzn:A,:
h=1 h=1

Puede definirse otra magnitud K, como capital pendiente de constituir en el punto ¢, y
viene expresado por la diferencia K, = C,, — C .

Todos los valores de las variables que intervienen en la operacion se pueden recoger en el
denominado cuadro de constitucion que permite seguir la evolucién de la operacién periodo
a periodo.

La operacion de constitucion de un capital se realiza para alcanzar un fin determinado,
son operaciones de ahorro finalista, ya sea de un objetivo concreto, por ejemplo, un bien
econdmico, o se trate de canalizar parte de las rentas actuales a un futuro ligado con el
periodo de vida laboral, por ejemplo, planes de jubilacion. En este ultimo caso es corriente
que el capital constituido en vez de recibirse de una sola vez, se sustituya por una renta

temporal o vitalicia.
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 7

. Un individuo desea construir un capital de 8.000 euros en 4 anos, para lo cual ira

realizando imposiciones al principio de cada ano de cuantias: 1.500 euros, 1.800 euros,
2.000 euros y x euros en una entidad financiera que valora en capitalizacion compuesta

al 8 % anual. Determinese:

a) Cuantia de la dltima imposicion.

b) Evolucién del capital constituido y cuotas de constitucién de cada uno de los

cuatro anos.

. Para constituir un capital de 2.000.000 euros en 6 anos, se colocara a comienzo de cada

ano la cuantia constante necesaria en una entidad financiera que capitaliza a rédito
constante anual 7 = 0, 09. Determinese:

a) Cuantia constante del término constitutivo.

b) Capital constituido por la derecha y por la izquierda después de 3 anos.

¢) Qué valor tomarian los términos constitutivos si la operacién se realizard con

cutoas de contitucién constantes (por la izquierda).

. Con objeto de constituir un capital se han realizado imposiciones anuales de 10.000

euros al principio de cada ano. Si la operacién se concierta al 6 % anual durante los 3

primeros anos y al 8% anual para los 3 restantes. Determinese:

a) Capital constituido al finalizar el sexto ano.

b) Cuotas de constitucién y de interés de los periodos segundo y quinto.

. Teniendo como objetivo la constitucién de un capital, la empresa X realiza una primera

imposicién de 200.000 euros que ird incrementandose en afios sucesivos a razén de
50.000 euros por anos en una entidad financiera que capitaliza al 10 % constante anual.

Construir el cuadro de constitucién, supuesto que se realicen un total de 5 ingresos.

. Determinese las variables correspondientes al quinto y sexto ano del cuadro de consti-

tuciéon de un capital de cuantia un millén de euros mediante 10 imposiciones anuales
variables en progresién geométrica de razon ¢ = 0,9, siendo el rédito anual de valoracion
1= 0,08.

. Se desea constituir un capital de 600.000 euros disponible el 31-12-2013, mediante

imposiciones semestrales constantes, realizando la primera el 1-7-2003. Si la operacién
se concierta con una entidad financiera que capitaliza a rédito constante anual del 7 %,

determinese:

a) Cuantia de las imposiciones semestrales.
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b) Capital constituido el 1-10-2008.

c) Capital pendiente de constituir a 30-6-2009.

7. Se ingresa al principio de cada semestre en una entidad bancaria un capital de cuantia
a durante 5 anos, siendo el tanto nominal anual aplicable para periodos semestrales el

6 %. Determinese:

a) Capital constituido al cabo de 7 anos.
b) Incremento del capital constituido durante el tercer afo.

¢) Si transcurridos 4 afios el tanto disminuye al 4 %. Cuél serfa la cantidad semestral
a ingresar durante los 3 anos restantes para que el capital constituido fuera el

mismo que en el caso anterior?

8. Cierta persona tiene contratado un plan de ahorro de diez anos de duracién con una
entidad financiera que valora a tanto nominal del 5% por el que se comprometié a
ingresar 300 euros al principio de cada mes. En este momento, cuando han transcurrido
4 anos desde el inicio de la operacion, se le plantea la posibilidad de contratar dicho
plan con otra entidad que valora al rédito mensual del 0,5 %. Teniendo en cuenta que
existe una comision de cancelacion del 4 % sobre el capital constituido y unos gastos de
tramitacion de 400 euros, estiidiese la conveniencia o no de llevar a cabo la cancelacion
trasladando el capital recuperado a la otra entidad, y en caso afirmativo, calctlese el

tanto efectivo al que resultaria toda la operacién.
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Capitulo 8

Operaciones de amortizacion o

préstamos

8.1. Concepto. Equivalencia financiera y reserva ma-

tematica

Se denomina operacién de amortizacion a toda operacion financiera de prestacion tinica

y contraprestacion multiple:

» (Ch, to) representa al unico capital de la prestacion.

w (a1,t1), (as,ta), ..., (as,t,) alos capitales que forman la contraprestacion, que reciben
el nombre de términos amortizados y cuya finalidad es la devolucién del capital prestado

(Co, tp) junto con los intereses devengados.

Graficamente la operacién se representa en la Figura 8.1.

Cy ay as as Ap—1 an

to t ta ts tho1 ty

Figura 8.1: Operaciéon de amortizacion.

Las operaciones de amortizacién pueden concertarse con cualquier ley financiera, aunque
lo mas habitual es hacerlo en base a la capitalizacion compuesta.
Las ecuaciones de equivalencia financiera se pueden establecer en el origen de la operacion

to o en el final ¢,:

= En toi

Zar th rvp

79
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= Ent,:

COU tO? mp Zar tmtmp

Si se conocen los réditos periodales de capitalizacion para cada periodo iy,is,...,%, la

equivalencia financiera viene formulada de la siguiente forma:

= En to:

ZCLTH +2h -1

r=1

= En t,:

n—1 n

H1+zh ZGT H(1+ih)+an

r=1 h=r+1
y en el caso particular de que los réditos sean constantes:

s En ¢
= Z a(144)7"
r=1

= Ent,:
o(14 )" Zar1+z -

La reserva matematica o saldo financiero de la operacién de amortizaciéon en un punto
intermedio 7 tiene el significado de deuda pendiente o capital vivo, y se representa por C..

Para t,_1 < 7 < tg, sera:

= Método retrospectivo:
C C()U thT p Zar trvT p

= Método prospectivo:

Si 7 coincide con el vencimiento de algin capital es preciso distinguir entre la reserva a
la derecha C} y la reserva a la izquierda C . En el primer caso se considera como abonado
el término (as,ts) v en el segundo se supone que dicho término estd pendiente de abonar,

siendo la diferencia entre ambos valores la cuantia del término amortizativo (as, t,):
- _
C, =0 +a,

Habitualmente calculamos la reserva matematica por la derecha:
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= Método prospectivo:

n

Z a,u ts,tr,p Z Qy H 1—|—Zh 1= Z ar(l—l—i)*(rfs)

r=s+1 r=s+1 h=s+1 r=s+1

= Método retrospectivo:

S

CF = C, = Coulto, tsip) = Y apulty, tyip) =

r=1

- S

—COH1+zh Z ﬁ(1+ih)—as Co(1+4)" = a,(1+i)"

r= h=r+1 r=1
La condicion de cierre de la operacion es que al final hayamos amortizado toda la

deuda, con lo cual C;f = 0.

= Método recurrente: Permite analizar la evolucion del capital vivo entre dos periodos,

a través de la denominada ecuacion dinamica:
Cs = Cs—1<]- + Zs) — Qs

operando se llega a:
as = Us_1 — Os + Cs—lis = As + Is

donde A, = C5_1 — C§ representa la disminucion de la deuda pendiente en el periodo
(ts_1,ts] vy recibe el nombre de cuota de amortizacién del periodo. Iy = C,_1is repre-
senta los intereses generados en el periodo (¢s_1,ts] por el capital vivo al principio del

mismo.

La cuantia del término amortizativo se descompone en cuota de interés y cuota de amorti-
zacion. Conviene resaltar que dicha cuantia se destina en primer lugar al pago de los intereses
devengados y una vez cubiertos, el resto si es positivo atiende a disminuir la deuda pendiente.

Definida la cuota de amortizaciéon como diferencia del capital vivo en dos periodos con-

secutivos, son inmediatas las relaciones:

Co=) A 5 Co= ) A
h=1

h=s+1

Es posible definir otra variable M, que representa la cuantia del capital amortizado hasta

ts, de tal forma que:

MS:iAh:CO—CS

Resulta 1util recoger el proceso de amortizacion de un capital en un cuadro que refleja de



82 Capitulo 8. Operaciones de amortizacion o préstamos

forma clara el valor que toman las principales variables en los distintos vencimientos de la

operacion.

8.2. Meétodos de amortizacion

8.2.1. Amortizacion americana

Consiste en abonar unicamente los intereses devengados en cada periodo, al final del
mismo, dejando la amortizacion principal del préstamo Cj para el final de la operacién.

El método americano implica el cumplimiento de las siguientes relaciones equivalentes:
ay = I = Cyiy;ae = Ir = Cyin; -+ 5a, = I, + a, = Cyi, + Cp
A1 =0;A4=0;--- 14,1 =0; A4 =G
Co=C=0=---=C,_1;C, =0

8.2.2. Meétodo progresivo o francés

Recibe esta denominacion el caso particular de amortizacion de un capital (Cp, ty) me-
diante términos amortizativos constantes y réditos periodales de valoraciéon constantes, es

decir:

La equivalencia financiera viene dada por:

= En el origen ¢y:

= En el final t,:
Co(1+9)" =a- s

La reserva matemética o capital vivo a la derecha de t4 (comienzo del periodo s+ 1) sera:

= Método prospectivo:

Cs =a-az=y;

= Método retrospectivo:
Cs =Co(14+1)" —a-ss

s Método recurrente:

Cs = 05_1(1 + 2) —a
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Planteando esta ecuacién para dos periodos consecutivos y restando miembro a miembro,
se obtiene una relacion entre las cuotas de amortizacion que varian en progresion geométrica

de razén (1 +i):

AS+1 - As(l + Z) — Al(l + Z)S

comoa; =a=Cpi+A — A =a—Cy > 0.
Este método de amortizacion se utiliza mucho en la practica debido a su sencillez, con
solo calcular la cuantia constante de los términos amortizativos podemos obtener de forma

inmediata el resto de las magnitudes.

8.2.3. Método de cuotas de amortizacion constantes

Este método supone que la cuantia destinada a la devolucién del capital prestado es

constante para todos los periodos, es decir:

A=A =---=A4,=A
y teniendo en cuenta que Cp = >, A, =n - A, se tiene que A = %
En consecuencia, el capital vivo sera:
n
Co= Y Ay=(n—-5A=Ciy—A
h=s+1
el capital amortizado:
S
M,=)Y Ay=sA=M,_ +A
h=1
y los términos amostizativos:
Qg :IS+A:CS_1 ZS+A
En el caso particular de réditos periodales constantes iy = ¢ Vs =1,2,--- ,n, los intereses

que son proporcionales al capital vivo, decreceran en progresién aritmética de razéon —A - :
Is—i—l :CSZ:(CS_l—A)Z:CS_lZ—AZ:[S—AZ
y los términos amortizativos varian con la misma ley, dado que a;, = A + I:
g1 =as— At —ay —s- Ai

con a; = Cyi + A.
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8.2.4. Amortizacion con términos con términos variables en pro-

gresion geométrica y aritmética

La amortizacién del capital (Cy, o) se realiza mediante n términos amortizativos:

(a,t1), (aq,ta), ..., (aq”_l, tn)

que son variables en progresién geométrica de razén ¢ > 0y con rédito periodal de valoraciéon

constante 1.

Debe verificarse la equivalencia financiera:

L—qg"(1+d)™"
1+i—gq

Co=Y ag" ' (1+i)7" = Aggmi = a
s=1

supuesto conocidos los valores de Cyy y ¢ se obtiene el primer término y siguientes:

1—q"(1+4)™

De la misma forma el capital vivo transcurridos s periodos vendra dado por:

1 — qnfs(l + Z')f(nfs)
1+7—¢q

Cs = Aags qyn=sli = 04°

o bien por recurrencia:
OS = Cs—l(l + Z) — CLqS_l

De manera similar puede plantearse la amortizacion de préstamos con términos variables

en progresion aritmética de razon d. En este caso, los términos son:

(a,t1), (@ +dyta), ... (a+ (n—1)d, ).

La razén d puede ser positiva o negativa, pero en este tltimo caso se exige que el ultimo

término sea positivo. Si d < 0:

an=a+(n—-1)d>0

Planteada la equivalencia en el origen debe cumplirse:

- d
Co = Z[a + (S — 1)d](1 + Z')is = A(Uhd)mi = (Cl -+ ;) aﬁ|z’ —

s=1
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8.2.5. Operaciones de amortizacién con intereses prepagables. Méto-

do aleman

Se trata de operaciones en las que el pago de los intereses de cada periodo se realiza por
anticipado, es decir, al principio del mismo. Se utiliza para su calculo el rédito de contraca-
pitalizacion % de la ley de capitalizacién compuesta pactada en la operacién, cuya relacion

con el rédito de capitalizacién ¢, equivalente es la siguiente:

(1+id) =1 -3 =i, =

Estas operaciones incorporan una terminologia especifica para designar las variables basi-
cas y poder establecer relaciones con las correspondientes variables en el caso de intereses
vencidos o pospagables.

Se denomina capital vivo nominal en ¢4 al capital (CF,ts) cuya cuantia es igual al valor
de la reserva matematica a la izquierda de ¢, 1, es decir, en el extremo superior del intervalo
[ts, ts+1>:

Cr=C(1+isp) = Cs(1 =it )"

Cs = C;<1 - Z:H) =C; - :i:+1
El capital vivo nominal C7 es aquel capital del que deducidos los intereses anticipados

del periodo siguiente, se obtiene C's denominado, en este caso, capital vivo neto o liquido.

En particular, para t, = ty resulta:
Co = Co(1 —iy) = G5 — Gy

recibiendo (Cf, to) el nombre de capital nominal prestado o prestacién nominal, y es el capital
que al deducir los intereses anticipados del primer periodo, se obtiene (Cy, ty) capital neto o
liquido prestado.
Para t, = t,,:
Cr=Ch(l+ipy1) =0,porser C, =0

n

Para t, = t,_1:
Cr  =Cha(1+41i,) =Ch+a, =a,

Planteando la equivalencia financiera se tiene:

Co=Ci(1—1i) = Z Hl—zh

que puede escribirse:
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y expresa la amortizacién del capital nominal (Cf, o) con los términos amortizativos:

(al)tl)v (a27t2)7 SRR (anatn)

mas un término adicional en ¢, de cuantia Cji] en concepto de intereses prepagables del
primer periodo.
La reserva matematica o capital nominal vivo (C%,ts) por el método prospectivo vendra
igualmente dado por:
n T
* vk gk -
Cs_ sZerl_'_ E :aT H(1_2h>
r=s+1 h=s+1
El saldo por el método recurrente puede deducirse de la ecuacién de recurrencia del

capital neto:
Cs = Csfl<1 + Zs) — Qs

s

C:(l - i:+1) = C*fl(l - Z:)(l - Z':)il — Qs

de donde resulta:
Coo1 = C5(1 —igyy) +as

S

de forma que el término amortizativo ay se descompone en:
_ * * k ek _ * *
as = Lg 1 — Cs + Cs?’s—&—l - As + Is—l—l

siendo:

A% — cuota de amortizaciéon nominal del periodo (ts_1, ]

I7 , — cuota de interés anticipada del periodo [t,ts11)

Alser C} = 0, el ultimo término amortizativo se destina unicamente a amortizar a,, = A},

ya que los intereses se abonaron anticipadamente:

=Y Ay Ci= Y 4
h=1

h=s+1

Método aleman

Se denomina asf a la operacién de amortizacién con intereses prepagables mediante térmi-
nos amortizativos constantes a;, = a,Vs y réditos de contracapitalizacién constantes para
todos los periodos i} = ¢*,Vs.

Al ser el rédito de contracapitalizacion constante i* también lo sera el de capitalizacion
equivalente i = 11_—2 por lo que este método aleman coincide con el método francés a rédito
7, si bien en el primer caso se utilizan las variables nominales y en el segundo caso las netas,

ademas de variar la composicién de los términos amortizativos.



8.2. Métodos de amortizacion 87

La ecuacién de equivalencia en el origen vendra dada por:

Co=Cyi* +> a(l—i")
r=1

= _ 1—(1—4*)"
C* _ 1 — *\r—1 N S
0 arzl( i) a -
sustituyendo ¢* en funcién de 7:
1—(1+4)™
G5 = a0 0 ) = i
i
y como
Cy = Co(1 —i*)™' = Co(1 +14)
resulta

Co(l+14) =a-an(l+1i) = Co = a- am;
analoga a la del método francés.

La cuantia del capital vivo nominal C al principio del periodo s + 1 sera:

n 1— (1 =455
Cl=Chi=a) (=)W =a ( -~ o
r=s+1

y analogamente en funcién de 7:

. .
CS = a- inj

— (' N1
Co=Ci(1+4)" =a-az=
La ecuacién dindmica o de recurrencia permite escribir:
® vk -k
C:,=C:1—-)+a

C:=Cry(l— i) +a

S

de donde, restando miembro a miembro, se obtiene:

A= AL (=) = A1 =i = a1 — i)

Es decir, las cuotas de amortizacion nominales crecen en progresion geométrica de razon:
(1—i") "= (149)

analogo a los resultados obtenidos en el método francés, y la relacion entre ambos viene dada
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por:
Ay =Cyy — Cy=C* (1 —i") — C*(1 —i*) = A%(1 — i*)

o lo que es lo mismo:

Ar = A1 414) = Ay

s

por lo que pueden aplicarse las formulas de este método y determinar las variables nominales

a través de las relaciones que guardan con las variables netas.

8.2.6. Operaciones de amortizacion indiciadas en la cuota de in-

terés

Son aquellas en las que las cuantias de la cuota de interés no puede determinarse al con-
certar la operacion, ya que dependen de la evolucion de un indice de referencia, normalmente
un tipo de interés.

Atendiendo a la periodicidad en la aplicacién del indice de referencia se pueden presentar

dos modalidades:

a) Con periodos de interés prefijados: En el momento de la contratacién se especifica
la duracién de los periodos en los que el tipo de interés aplicable permanecera fijo,

modificindose al final de cada periodo segin la evolucién del indice de referencia.

b) Sin periodos de interés prefijados: Cuando el rédito aplicable a la operacién varia cada
vez que lo hace el indice de referencia. Se les denomina operaciones a tipo de interés

flotante.

La modalidad mas frecuente es la primera, es decir, operaciones con periodos de interés
fijados a priori, en las que en el momento de la contrataciéon no sélo se fija la amplitud del
periodo en el que pueden modificarse los réditos, sino también se fija el rédito aplicable al
primer periodo. Cominmente se les conoce como préstamos a interés variable.

El rédito o tipo de interés aplicable al préstamo, resulta de anadir al indice o tipo de
referencia un diferencial o margen que se fija al inicio de la operacion. En consecuencia, el
rédito periodal aplicable i, se compone de una parte variable i,, que es el indice de referencia

del periodo, y una parte fija d que es el diferencial:
iy =1qs £ d

La resolucion de estas operaciones depende de como se definan los términos amortizativos:

= Si la cuantia de los términos amortizativos es predeterminada (ya sea fija o variable),
la duracion del préstamo resultard variable: acortandose respecto a la inicialmente
prevista, si la evolucién del indice de referencia es decreciente, y alargandose en caso

contrario.
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= Si se establece un plan de amortizacion fijando las cuotas de amortizacion periddicas,
la duracion del préstamo sera la establecida a priori, y los términos amortizativos

resultardan variables.

= Otra modalidad consiste en calcular los términos amortizativos para toda la operacion
en base al rédito aplicable al primer periodo. Transcurrido éste, y con la deuda pen-
diente, vuelven a calcularse los términos amortizativos segin el nuevo rédito y para la
duracion pendiente. Este procedimiento iterativo mantiene fija la duracién inicialmente

prevista para el préstamo.

8.2.7. Valor financiero del préstamo. Usufructo y nuda propiedad

En una operacién de amortizacién de prestacién (Cy, o) y contraprestacién de términos:

(a17t1)7 (a2;t2)7 ) (anvtn>

equivalentes de acuerdo con una ley financiera (que llamaremos ley interna), cuyos réditos
periodales son:

21,225+, n

la reserva matematica o capital vivo transcurridos s periodos vendra dada por:

Co=> a [] A+in)™!

r=s+1 h=s+1

La posibilidad de transferir el préstamo a terceros o cancelar anticipadamente la operacion
planteara valorar los derechos y obligaciones pendientes en condiciones de mercado.

. e - g y
Supongamos que la ley financiera L'(t;p) cuyos réditos son i/, ,,%, 4,...,%

n recoge esas

nuevas condiciones para operaciones analogas.

De acuerdo con ella puede definirse el valor financiero del préstamo en un momento
ts como el valor actualizado de los términos amortizativos pendientes valorados con la ley
L'(t;p) o ley externa:

n T
Vi= Y o JJ @+
r=s+1 h=s+1

Vs representa la cuantia que ofreceria el prestatario por cancelar sus obligaciones o la que
demandara el prestamista a cambio de sus derechos.

La descomposicién del término amortizativo en sus dos componentes, cuota de interés y
cuota de amortizacién, permite diferenciar en el valor del préstamo el usufructo y la nuda
propiedad:

Ve =Us + N

U, es el valor financiero del usufructo que representa en ¢4 el valor actualizado con la ley
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externa de las cuotas de interés pendientes:

T

US = Z Orflir H (14_22)71

r=s+1 h=s+1

N, es el valor financiero de la nuda propiedad que representa en t, el valor actualizado

con la ley externa de las cuotas de amortizacion futuras:

r

No= > A ] @+

r=s+1 h=s+1
En el caso particular de réditos constantes tanto para la ley interna como para la externa,

es decir:
ZS+1 = ZS+2 = ...

./ e
Zerl - Zs+2 -

las ecuaciones de la reserva matematica, valor financiero del préstamo, usufructo y nuda

propiedad serian las siguientes:
Co= Y a1+ 0
r=s+1

n

Vs = Z ap (144~

r=s+1

Us= Y Cri(l i)

r=s+1

No= ) A(1+i) =

r=s+1
En estas condiciones, el valor del usufructo es funcién de la nuda propiedad a través de

la siguiente expresion, llamada férmula de Achard:

Us = %[CS - Ns]

que junto con:
‘/s = Us + Ns

constituyen un sistema lineal basico que permite obtener de forma sencilla dos de las varia-

bles, conocidas las otras dos, para los distintos casos particulares.
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HOJA DE EJERCICIOS TEMA 8

1. Sea una operacion de préstamo definido por:

» Prestacién: (Cy, to).

» Contraprestacién: (300.000,t1), (400.000,ts), (546.560,t3)

siendo los réditos de valoracion 7, = 0,10,i5 = 0,11 e i3 = 0, 12 asociados a los interva-
los (to,t1), (t1,t2) v (t2,t3), respectivamente. Determinese la cuantia de la prestacién

y los componentes del segundo ano en el cuadro de amortizacién.

2. Cierta persona solicita un préstamo de 50.000 euros a amortizar mediante un tnico
pago al cabo de tres anos, siendo el rédito constante anual del 8,25%. Con objeto
de disponer del capital de la contraprestacién, el deudor ira depositando la cuantia
constante necesaria al final de cada semestre en una entidad que capitaliza al 2,5 %

semestral. Determinese:
a) Cuantia de las imposiciones semestrales.
b) Términos semestrales constantes que aplicados directamente al préstamo amorti-

zarfan éste en los mismos tres anos y al 8,25 % de interés. Comente los resultados.

3. Cierta persona solicita un préstamo de cuantia 50.000 euros a amortizar en 6 anos
mediante anualidades constantes. Si el tipo de interés concertado en la operacién es el

6 % anual, determinese:

a) Cuantia de la anualidad constante.

b) Capital vivo transcurridos cuatro anos.

d) Capital total amortizado al comienzo del ano tercero.

)
)
¢) Cuota de interés y de amortizacién del periodo cuarto.
)
e)

Indicar cémo se formaria el cuadro de amortizacion de este préstamo.

4. Se concierta una operacién de amortizacién con las siguientes caracteristicas:

Capital prestado: 100.000 euros.

Duracion: 8 anos.

Rédito de valoracién constante anual: 6 %.

Durante los dos primeros anos no se entrega ninguna cantidad en concepto de
contraprestacion y en los seis restantes las cuotas de amortizacion seran constan-

tes.

Construyase el cuadro de amortizacion.
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5. Un préstamo de 80.000 euros ha de amortizarse en 10 anos, con abono de intereses

anuales al 8 % los 6 primeros anos y al 9% los 4 restantes. Si durante los dos primeros

anos solo se abonan las cuotas de interés y en los restantes el término amortizativo es

constante, calcilese:

a)
b)

c)

Cuantia de los términos amortizativos.
Capital vivo al comienzo de los anos tercero y quinto.

Cuotas de amortizaciéon de cada uno de los periodos.

6. Cierta empresa concierta una operacién de amortizacién con las siguientes caracteristi-

cas:

= Cuantia del préstamo: 300.000 euros.

= Duracion de la operacién: 3 anos.

» Tanto efectivo de valoracién: 7% anual.

La amortizacién se realizara mediante pagos trimestrales constantes de 15.000 euros

incrementandose el ultimo pago en la cuantia necesaria para saldar la operacion. Con

objeto de tener disponible dicha cuantia al cabo de 3 anos, el prestatario realizara

imposiciones trimestrales de cuantia constante en una entidad que le abona intereses

trimestrales del 1,5 %. Determinese:

Las cuantias de las imposiciones.

La reserva matematica en el conjunto de las dos operaciones transcurridos 15

meses.

Si el rédito de valoracién en la operacion de constitucién fuese también del 7%
efectivo anual, determinese el nuevo valor de la reserva o deuda pendiente y

analicese la operacién conjunta.

7. Construyase el cuadro de amortizacion de un préstamo con las siguientes caracteristi-

cas:

Cy=20.000 euros.
Duracion: 5 anos.

Abono de intereses a rédito anual 7; = 0,05 los tres primeros anos e is = 0,06 los

restantes.

La amortizacién se realiza mediante términos amortizativos variables en progre-
sion geométrica de razén g = 1,05 abonandose el primero a los dos anos de

concertada la operacién, ya que en el primer ano sélo se abonaran intereses.

8. El senor X tiene concedido un préstamo con las siguientes caracteristicas:
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Nominal:500.000 euros.

Duracion: 8 anos.

Rédito anual 7 %.

Amortizacion mediante 4 pagos bienales crecientes en progresion aritmética de

razén 10.000 euros.
Calculese:

a) La cuantia de dichos pagos.

b) Si transcurridos 5 anos, el senor X decide cancelar el préstamo y transformar
la deuda pendiente (capital vivo en ese momento més el 2% de esa cantidad en
concepto de gastos de rescisién) en otro préstamo a amortizar mediante tres cuotas
bienales constantes, abonandose la primera transcurrido un ano desde el cambio
de la operacion, determinese la cuantia de los nuevos términos amortizativos,

sabiendo que los intereses se abonan anualmente a rédito constante anual del

7.5%.

9. Dado un préstamo a amortizar en 4 anos con abono de intereses pospagables y las

siguientes caracteristicas:

= Cuotas de amortizacién: A;=200.000, A,=150.000, A3=175.000, A4,=175.000.
= Réditos anuales pospagables: 11 = 0,08, i = 0,09, i3 = 0,07, 74 = 0, 09.
Determinese:
a) Términos amortizativos, capitales vivos y cuotas de interés para cada uno de los
anos.
b) Nuevas variables que surgirfan al interpretar esta operacién con pago de intereses

anticipados.

10. Dado un préstamo de cuantia nominal C} = 5 - 105 euros para ser amortizado por el
método aleman en 5 anos y valorado a rédito anticipado ¢* = 0, 10. Determinese:
a) Anualidad constante que amortiza el préstamo.
b) Capital vivo nominal y capital vivo neto transcurridos tres anos.

¢) Descomposicién del cuarto término amortizativo en cuota de amortizacién nomi-

nal e intereses prepagables, y cuota de amortizacion neta e intereses pospagables.
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Capitulo 9

Introduccion al estudio de los

empréstitos

9.1. Planteamiento general

Los empréstitos son operaciones de amortizacion que se definen como un conjunto de
préstamos homogéneos donde cada uno pierde su individualidad ya que a todos los efectos
son iguales a priori y, por tanto, intercambiables.

El capital prestado de un empréstito se divide en un niimero muy elevado de préstamos
cuya amortizacion se establece a través de un plan general y tnico. Las partes alicuotas en
las que se divide el empréstito se representan por titulos-valores susceptibles de negociacién
en los mercados de valores y reciben la denominacién genérica de obligaciones (pueden tomar
otras como bonos, cédulas, etc.).

El prestatario de la operacion, que es el emisor del empréstito, es Unico y es el que
fija las condiciones de emisién (tipo de interés, valor de la emision, plan de cancelacion,
caracteristicas comerciales, etc.).

Los prestamistas son multiples y reciben el nombre genérico de obligacionistas al suscribir
las obligaciones.

La prestacién total del empréstito es CI' = C - Ny, donde C' es el valor nominal de cada
obligacién y Ny es el nimero de obligaciones emitidas, es decir, cada uno de los préstamos
componentes.

La caracteristica esencial de los empréstitos frente a las operaciones de amortizacion

estudiadas en el capitulo anterior es precisamente esa doble perspectiva:
a) Desde el punto de vista del emisor es una operacién tnica.

b) Desde el punto de vista de los obligacionistas son préstamos individuales de cualquier

modalidad pero con condiciones financieras equivalentes.

95
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9.1.1. Clasificacién

Los empréstitos pueden clasificarse desde muy diversos puntos de vista y abarcan una

casuistica muy variada.

a) Segun el programa de cancelacion:

e Empréstitos sin cancelacion escalonada o con un solo momento de reembolso total
de los titulos. El nimero de obligaciones permanece constante a lo largo de la vida

del empréstito.

e Empréstitos con cancelacién escalonada, en los que el nimero de obligaciones en
circulacién va disminuyendo a lo largo de la duracion del empréstito. El método

habitual de determinar los titulos a cancelar en cada periodo es el sorteo.

e Empréstitos sin compromiso de cancelacién (perpetuos).
b) Por la modalidad de amortizacién de los préstamos u obligaciones:

e Obligaciones americanas. Se abonan cupones periédicos (intereses) durante toda

la vida de las mismas hasta su amortizacion a vencimiento.

e Obligaciones simples o con intereses acumulados. Las obligaciones no reciben nin-
guna cantidad periddica en concepto de intereses (cupén cero), recibiendo éstos,

junto con el valor nominal, en el momento de su amortizacion.

e Obligaciones amortizables por reduccién de nominal en donde se produce una

amortizacion parcial de la deuda a lo largo de la vida de los titulos.

c) Por la modalidad del préstamos que constituye el empréstito globalmente considerado

(americano, francés, cuotas constantes, etc.).
d) Por la existencia de caracteristicas comerciales:

e Empréstitos puros: cuando las obligaciones son emitidas por su valor nominal
y los términos amortizativos del empréstito se dedican tinicamente al abono de

intereses y a la amortizacion del nominal.

e Empréstitos comerciales: cuando existen pagos adicionales y no se cumplen las

condiciones anteriores.

Ademas, pueden clasificarse atendiendo a la naturaleza del emisor (Estado, organismos
publicos, empresas privadas, etc.). Atendiendo a la existencia de garantias, simples si sélo
respalda la deuda la solvencia del emisor, y garantizados cuando la deuda se afecta a alguna
garantia especifica.

En cualquier caso, el estudio de los empréstitos puede abordarse en su doble perspectiva:

desde el punto de vista del emisor y desde el punto de vista del obligacionista.
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9.2. Los empréstitos desde el punto de vista del emisor

Para la empresa emisora, el empréstito es una forma de financiarse con recursos ajenos. En
primer lugar ha de evaluarse el volumen total de financiaciéon que necesita y su distribucién
entre las diferentes fuentes de financiacién. A continuacién, se efectia el diseno de la emision,
determinando el importe total a emitir, nimero de titulos y nominal de cada uno, asi como
el momento de la emisién, la duracién, la forma de pago de cupones (vencidos acumulados
o anticipados), la modalidad de amortizacién (sorteo, reduccién de nominal, etc.).

Ademas, el emisor ha de plantearse las siguientes cuestiones:

= Qué cuantia ha de dedicar en cada periodo al servicio del empréstito hasta completar

su amortizacion.

= Cudl serd la modalidad de amortizacion y el plan de amortizacion de los titulos, es-
pecificando, en su caso, el nimero de obligaciones que se amortizan en cada sorteo y
las que van quedando en circulacion. El plan de amortizacion esta en intima conexiéon
con la cuantia de los términos amortizativos ya que, con ellos, se atiende al pago de

cupones y al reembolso de los titulos que se amortizan.

= A qué tanto efectivo de coste resulta el empréstito. Ello, le permite también comparar
el coste de esta fuente de financiacién con otras alternativas a las que puede acudir, y
también con el rendimiento esperado de los proyectos de inversién que desee acometer,

como elementos objetivos en los que basar su decision.
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